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O ROLI TEZY CHURCHA W DOWODZIE PEWNEGO
TWIERDZENIA

Zadaniem niniejszego artykutu jest zdanie sprawy z matematycznej roli
Tezy Churcha (w skrécie TC) w dowodzie twierdzenia o nierozstrzygalnosei
logiki pierwszego rzedu. Ma on mieé¢ charakter sprawozdania z wynikow
juz znanych. Cel jaki sobie stawiam to pokazanie, w szczegdlnosci filozofom
logiki, wagi filozoficznej problemu zwanego Teza Churcha (TC).

Punktem wyjécia sa poglady Hilberta wraz z jego tzw. dziesigtym proble-
mem, zagadnieniem, ktére wielce zainspirowato matematykéw do odpowie-
dzi na pytanie, czy istnieje algorytm, ktéry pozwolitby w skonczonej liczbie
krokéw rozstrzygnaé, czy wielomian w o wspolczynnikach catkowitych ma
zero w zbiorze liczb calkowitych!. Nastepnym problemem, réwniez posta-
wionym przez Hilberta, byl tzw. Entscheidungsproblem. Chodzito z kolei
o odpowiedZ na pytanie: czy istnieje efektywna metoda (algorytm), ktory
w skonczonej liczbie krokéw rozstrzygalby, czy dana formula logiki pierw-
szego rzedu jest, czy tez nie jest twierdzeniem tej logiki? To wlaénie zagad-
nienie stalo sig, jak sadza niektorzy, bezposrednim impulsem do powstania
koncepcji Churcha i Turinga?. Odpowiedz byla negatywna — taka proce-
dura nie istnieje. Wyraza ja twierdzenie o nierozstrzygalnosci:

(1) Zbior twierdzeri logiki pierwszego rzedu jest nierozstrzygalny.

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.

1Por. w tej sprawie twierdzenie Matiasiewicza, ktéry negatywnie odpowiedzial na
pytanie Hilberta, np. Z. Adamowicz, P. Zbierski Logika matematyczna, PWN, Warszawa
1991, ss. 194-210.

2Por. Y. Gurevich, The Sequential ASM Thesis, Bulletin of European Association for
Theoretical Computer Science, February 1999,s. 3, to appear.
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Ze wzgledu na twierdzenie Godla o pelnosci dla tej logiki, mozemy
sformulowaé semantyczna wersje Entscheidungsproblem?: czy istnieje efek-
tywna metoda (algorytm), ktéra w skonczonej liczbie krokéw rozstrzyga-
laby, czy dane zdanie logiki pierwszego rzedu jest, czy tez nie jest tautologia
tej logiki? Wobec tego mamy twierdzenie réwnowazne:

(I1) Zbior tautologii logiki pierwszego rzedu jest nierozstrzygalny.

Naszkicujemy obecnie dowéd tego twierdzenia®. Wpierw jednak zapo-
znamy Czytelnika z intuicyjna idea maszyny Turinga. Mozna ja sobie wy-
obrazi¢ jako konkretne fizyczne urzadzenie, sktadajace si¢ z nieskonczonej
(w lewo i w prawo) tasémy, podzielonej na kratki. W kazdej kratce moze
sie znalez¢ jeden ze skonczonej liczby symboli, ktore to symbole maszyna
rozpoznaje. Po tasmie porusza sie czytnik, urzadzenie, ktore posiada skon-
czony liczbe tzw. stanéw wewnetrznych. Czytnik w kazdym momencie, gdy
pracuje, znajduje si¢ nad dokladnie jedna z kratek, czytajac symbol wpi-
sany w te kratke. Ow czytnik moze wykona¢ jedna z nastepujacych operacji:
(1) zatrzymad sie; (2) przesunaé sie o jedng kratke w lewo; (3) przesunaé
sie o jedna kratke w prawo; (4) wpisa¢ dowolny z symboli rozpoznawanych
w miejsce dowolnego symbolu znajdujacego sie w kratce odczytywanej. Kon-
kretng maszyne Turinga mozna scharakteryzowaé przez opis operacji, ktére
wykonuje. Taki opis maszyny nazwiemy jej grafem. Kazda operacja maszyny
Turinga moze by¢ opisana w nastepujacy sposéb: (a) podaé stan wewnetrzny
w jakim maszyna sie obecnie znajduje (obecnie, to znaczy w okreslonym mo-
mencie dyskretnego czasu); (b) podaé¢ symbol odezytywany w kratce, nad
ktora sie znajduje obecnie czytnik; (¢) podaé operacje, ktéra wykona ma-
szyna (bedzie to jedna z n+3 operacji, gdzie n jest liczba symboli maszyny);
(d) poda¢ nastepny stan maszyny (po wykonaniu operacji).

Jak widaé¢ dowolng maszyne Turinga utozsamié¢ mozna (w sensie rozpo-
znania jak dziala) z jej grafem.

Powrécimy obecnie do dowodu twierdzenia (IT). Podstawowym spostrze-
zeniem jest to, ze kazdy graf dowolnej maszyny Turinga M, moze by¢ opisany
za pomocy skoniczonego rozszerzenia L logiki pierwszego rzedu. Kluczowsa
role w dowodzie pelni nastepujacy lemat:

3J. R. Buechi, Turing-Machines and the Entscheidungsproblem, Math. Annalen, 148
(1962), s. 201.

4Dowéd pochodzi istotnie od J. R. Buechi, Turing-Machines and the Entscheidung-
sproblem, Math. Annalen, 148 (1962), ss. 201-213. Niniejszy od G. S. Boolos, R. C. Jef-
frey, Computability and Logic, Cambridge University Press 1990, trzecie wydanie, ss. 112—
119.
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(IIT) Ze skoficzonego zbioru zdan A wynika semantycznie zdanie H,
wtedy i tylko wtedy, gdy maszyna M zatrzyma sie majac na wejsciu (input)
k, tzn. M startuje w stanie wewnetrznym ¢,z pierwszego symbolu z lewej
strony nieprzerwanego ciaggu k jedynek.

Wyjaénienia wymaga zbiér A oraz zdanie H. Zdania zbioru A opisuja
operacje, ktére ma wykonaé¢ maszyna M. Aby taki opis byl mozliwy, musimy
rozszerzy¢ jezyk o symbole specyficzne. Sa to, dla zamierzonej interpreta-
cji zdan zbioru A, litery predykatowe, za pomoca ktérych mozemy wyrazié
fakt, ze maszyna w momencie czasowym t znajduje sie w okreslonym sta-
nie wewnetrznym nad polem x oraz iz maszyna w momencie czasowym ¢
czyta okreglony symbol w kratce (polu) z. Précz tego dysponujemy symbo-
lem oznaczajacym zero, symbolem nastepnika oraz symbolem oznaczajacym
relacje mniejszodci okreslona w zbiorze liczb catkowitych. Poniewaz graf ma-
szyny jest skoficzony, to i zbior A jest skonczony. W zbiorze tym sa réwniez
zdania wyrazajace pewne elementarne wlasnosci funkcji nastepnika. Zda-
niem H jest alternatywa wszystkich takich zdan, z ktorych kazde méwi,
przy zamierzonej interpretacji, ze w grafie maszyny, dla pewnego momentu
czasowego, pewnej kratki, pewnego stanu wewnetrznego oraz pewnego sym-
bolu nie ma operacji (ruchu) dla maszyny. Jesliby maszyna zawsze miala
jaki$ ruch do wykonania, to H byloby dowolnym zdaniem falszywym.

7 wlasnosci relacji wynikania oraz z faktu, ze zbior A jest skonczonym
rozszerzeniem logiki pierwszego rzedu, wiemy, iz wynikanie z (IIT) zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy tautologia jest implikacja, ktéra w poprzedniku
ma koniunkcje wszystkich elementéw zbioru A, za$ w nastepniku zdanie H.
PotrafilibySmy zatem rozstrzygnaé¢ o takim zdaniu, czy jest, czy tez nie jest
tautologia, pod warunkiem, ze potrafiliby$my o dowolnej maszynie Turinga
rozstrzygnad, czy sie zatrzyma, czy tez nie, startujac w opisany wyzej sposéb
majac na wejsciu k. Tego jednak nie potrafimy uczynié¢ z tego powodu, ze:

(IV) Problem stopu (halting problem) jest nierozstrzygalny.

Dowdd tego wiasnie twierdzenia zaklada, w sposéb istotny, TC. Doktad-
nie rzecz biorac twierdzenie (IV) jest odpowiedzig na pytanie: czy istnieje
efektywna (algorytmiczna) procedura, ktérej zastosowanie wobec dowolnej
maszyny Turinga M, po skonczonej ilosci krokéw, dawataby odpowiedZ na
pytanie czy maszyna M sie zatrzyma, czy tez si¢ nie zatrzyma? Zatézmy, dla
dowodu niewprost, ze taka procedura istnieje. Gdyby tak bylo, to mozna
by obliczy¢ efektywnie nastepujaca funkcje p°. Rozwazaé bedziemy obecnie

5Mozna w sposéb szybszy dowiesé twierdzenia (IV). Niniejszy dowéd pochodzi od
Tibora Rado, a w tej wersji od Boolos, Jeffrey op. cit., ss. 34-41.
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maszyny, ktére rozpoznaja jedynie dwa symbole; symbol oznaczajacy to,
ze kratka jest pusta oraz symbol jedynki — 1. Niech maszyna M oblicza
dowolng funkcje fokreslona na calym zbiorze liczb naturalnych. Przez pro-
duktywno$é dowolnej takiej maszyny M, rozumieé bedziemy wartosé f(0),
tzn. liczbe jedynek jaka wydrukuje maszyna, zatrzymujac si¢ w standardo-
wej konfiguracji, czyli nad pierwsza jedynka z lewej strony. Jesli maszyna
po zastartowaniu z pustej tadmy nie zatrzymala si¢ lub zatrzymala w innej
konfiguracji, to jej produktywnos¢ wynosi 0. Mozemy teraz okresli¢ funkcje
p:

(V) p(n) = produktywnos$¢ najbardziej produktywnej maszyny n—
stanowe;j.

Funkcja ta, gdyby problem stopu byl rozstrzygalny, bytaby w sensie intu-
icyjnym obliczalna. Oto, poniewaz istnieje tylko skonczona liczba grafow dla
maszyn n—stanowych, odpowiednio dtugo czekajac, moglibySmy doczekaé sie
konfiguracji, w jakiej zatrzymalyby sie maszyny, ktére sie zatrzymaja. Te
maszyny ktore sie nie zatrzymaja, na mocy zalozenia potrafimy je wskazad,
mialyby produktywnosé 0, zgodnie z definicja (V). Jesli wykazemy nieobli-
czalno$¢ funkcji p, to zgodnie z prawem transpozycji, problem stopu okaze
si¢ by¢ nierozstrzygalnym.

Zal6ézmy niewprost, ze istnieje maszyna Turinga P k—stanowa, ktora ob-
licza funkcje p. Funkcja ta ma nastepujace wlasnosci:

(1) p(1) = 1; najwieksza produktywno$é maszyny jednostanowej wynosi
17

(ii) p(47) > 100; bo istnieje maszyna, ktéra do wypisania dwudziestu pig-
ciu jedynek potrzebuje dwudziestu pieciu stanéw, zas maszyna podwajajaca
te liczbe ma jedenascie stanéw (dotaczona dwukrotnie),

(ili) p(n + 1) > p(n);

(iv) p(n + 11) > 2n; poniewaz maszyna podwajajaca ma jedenascie
stanow.

Zachodzi:

(v) p(n + 2k) > p(p(n)).

Jest tak, poniewaz je$li wezmiemy maszyne n—stanowa, ktéra pisze n je-
dynek, a do niej dolaczymy maszyne P dwukrotnie, szeregowo, to taka
ztozona maszyna bedzie miata produktywnosé p(p(n)). Réwnoczesnie taka
maszyna ma (n + 2k) stanéw. Zatem najwieksza produktywno$é maszyny
o takiej liczbie stanow jest wieksza lub rowna jej produktywnosci.

Na mocy (iii) mamy:
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(vi) jesli i >j, to p(i) > p(j); stad natychmiast: jesli p(j) > p(i), to j > i,
dla dowolnych naturalnych i, j.

Niech j = (n + 2k) oraz i = p(n). Mamy:

(vi) (n + 2k) > p(n), dla dowolnego n.

(viil) Zatem (n + 11 + 2k) > p(n + 11); z (vi),

(viii) Stad i z (iv): (n + 11 4+ 2k) > 2n; dla dowolnego n,

(ix) Odejmujac stronami n, i podstawiajac n = (12 + 2k) uzyskujemy
0 > 1, sprzecznosé.

Zalozenie o istnieniu maszyny P doprowadzilo nas do absurdu, zatem
taka maszyna nie istnieje. Znaczy to, ze problem stopu nie jest rozstrzygalny.

Wréémy do gtéwnego problemu, czyli do TC. Gdzie zostata ona uzyta?
Dokladnie w dowodzie tego, ze maszyna P nie istnieje. W tej jego partii,
gdzie pytajac o obliczalno$é¢ funkcji p, zalozyliSmy, iz jesli p jest obliczalna,
to musi ja obliczaé¢ jaka$ maszyna Turinga. Zostata zatem zalozona praw-
dziwosé nastepujacej implikacji:

(TC) Jedli funkcja jest obliczalna w sensie intuicyjnym, to jest obliczalna
przez jakas maszyne Turinga.

Czy bez TC dalo by sie dowies¢ nierozstrzygalnosci problemu stopu?
Bez TC, w powyzszej postaci, owa procedura obliczajaca funkcje p mogtaby
spelnia¢ warunek efektywnosci, ale nie wiedzielibyémy nawet jak takiej pro-
cedury poszukiwaé, ani jakie posiadataby wtasnosci. Co za tym idzie, nieroz-
strzygalnosé logiki pierwszego rzedu nie bylaby dowiedziona, poniewaz ten
problem zredukowaliémy do rozstrzygalnosci problemu stopu. Jest dla mnie
zagadka fakt, ze $ciSle matematyczne twierdzenia moga zaleze¢ od praw-
dziwosci zalozen, ktorych nawet wypowiedzieé¢ $cidle nie mozna. Czyzby to
mialto by¢ potwierdzeniem pogladu, ze logika jest w pewnym sensie nauka
empiryczna? Problematyka zwiazana z TC pokazuje réwniez, ze definicja
prawdy Tarskiego nie rozwiazuje problemu prawdy dla nauk formalnych,
jak sie niektérym wydajeS.

6Por. uwage A. Mostowskiego zawartg w ostatnich dwéch zdaniach jego pracy Logika
matematyczna, Warszawa—Wroclaw 1948, s. 375.



