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ZAt OZENIA ALGEBRY UNIWERSALNEJ!

W swym zamierzeniu niniejsza ksiazka pragnie przedstawi¢ w spo-
sOb mozliwie pelny badania dotyczace réznych systeméw rozumowania
symbolicznego (Symbolic Reasoning) powiazanych z algebra zwykla (or-
dinary Algebra)?. Gléwnymi przykladami takich systeméw sa kwater-
niony Hamiltona, rachunek rozciagtoéci Grassmanna® i logika symbo-
liczna Boole’a. Algebry te same w sobie zasluguja na oddzielne, nieza-
lezne studium; niemniej warto réwniez dokonaé ich studium poréwnaw-
czego w celu rzucenia s$wiatta na ogdlng teorie rozumowania symbolicz-
nego, a w szczegdlnosci na [zagadnienie] symbolizmu algebraicznego.

Analizy poréwnawcze w sposob konieczny zakladaja przeprowadzenie
uprzednich niezaleznych badan, jako ze nie mozna dokonywaé pordéwnan
bez [posiadania] wiedzy. Zgodnie z tym zalozeniem, w ksiedze I niniej-
szego tomu przedstawione zostana ogoélne zasady dotyczacy calosci za-
gadnienia, natomiast pozostale ksiegi sa poswiecone oddzielnej analizie
algebry logiki symbolicznej i rachunku rozciagtoéci Grassmanna oraz po-
wiazanych z nimi idei. Miejsce wyjatkowe zostalo przyznane idei uogol-
nionego pojecia przestrzeni w przekonaniu, ze wtasciwosci i operacje, ja-
kie z ta idea sie wiaza, moga zosta¢ wykorzystane w celu stworzenia jed-
nolitej metody interpretacji rozmaitych algebr. Pragne zatem przedsta-
wi¢ w tej pracy wspomniane algebry, zaréwno jako systemy symboliczne,
jak tez jako narzedzia pozwalajace bada¢ mozliwoéci my$li i rozumowania

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy $rodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wiec pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrebng numeracje stron.

LJest to fragment wstepu ksigzki A. N. Whiteheada, A Treatise on Universal Alge-
bra, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1898. Tytul pochodzi od tlumacza. Przypisy
oznaczone gwiazdka pochodza od autora, pozostate od tlumacza. Nawiasy kwadra-
towe zawieraja slowa, ktore zostaly dodane do tlumaczenia w celu lepszego zrozu-
mienia tekstu.

2Whitehead ma na myéli algebre tradycyjna zajmujaca sie gléwnie rozwigzywa-
niem réwnan i w ogdlnosci liczbami rzeczywistymi.

3Grassmann napisat prace pt. Ausdehnungslehre, co ttumaczone bywa na jezyk
polski jako ,teoria rozciagloéci”: zob. M. Kordos, Wyklady z historii matematyks,
Warszawa 1994, 198. Whitehead uzywa jednak wyrazenia calculus of extension.
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w odniesieniu do abstrakcyjnej, ogélnej idei przestrzeni. Jednosé przed-
miotu odniesienia interpretacji [poszczegdlnych] algebr dostarczy nam
naturalnego sposobu (mode) ich poréwnywania. Szczegdlowe poréwna-
nie ich struktur symbolicznych zostanie przedstawione w tomie drugim,
gdzie zamierzamy badaé¢ kwaterniony, macierze i ogélna teorie algebr
liniowych. Taka poréwnawcza anatomia zagadnienia zostala zapoczat-
kowana referatem B. Peirce’a na temat algebry liniowej lacznej (Linear
Associative Algebra)* i byla rozwijana ostatnio w Niemczech.

Wiele klopotu sprawitlo mi znalezienie ogdlnej nazwy dla omawianego
zagadnienia. Przyjete ostatecznie okreslenie Universal Algebra (algebra
uniwersalna) bylo juz uzywane w nieco podobnym znaczeniu przez Sylve-
stra w tekscie: Lectures on the Principles of Universal Algebra (Wyklady
o zasadach algebry uniwersalnej) opublikowanym w , American Journal
of Mathematics”, t. VI, 1884. Tekst ten jednakze, pomijajac jego suge-
stywny tytul, traktuje explicite wylacznie o macierzach.

Wielu matematykéw patrzy z pewna podejrzliwoscia na algebre uni-
wersalna, uwazajac, iz nie posiada ona wartosci dla matematyki i jako
narzedzie badania jest stosunkowo bezuzyteczna. Faktycznie, pod tym
wzgledem logika symboliczna byla szczegélnie pechowa, gdyz odrzucalto
ja zar6wno wielu logikéw twierdzac, ze ma ona znaczenie [wylacznie
matematyczne, jak i wielu matematykéw, twierdzac [z kolei], ze ma ona
znaczenie wylacznie logiczne. Nie bede na tyle nieroztropny, by wkraczaé
w spory logikow. Podobnie natura zainteresowan odczuwanych przez po-
szczegolnych matematykow nie poddaje sie abstrakcyjnej argumentacji.
Mozna natomiast pokazaé, jak mi si¢ wydaje, ze algebra uniwersalna
posiada réwnie wazne racje jak kazda inna galaz matematyki, by roscié
sobie prawo do bycia powaznym przedmiotem badan matematycznych.
By wykazac¢ jednak to prawo algebry uniwersalnej, nalezy wpierw zajac
si¢ pokrétce zasadnicza natura matematyki.

W swym najszerszym znaczeniu matematyka jest rozwinieciem wszel-
kich typéw rozumowania formalnego, koniecznego i dedukcyjnego.

Rozumowanie jest formalne w tym sensie, ze znaczenie zdan nie sta-
nowi przedmiotu badania. Jedynym przedmiotem zainteresowania mate-
matyki jest inferencja [jednego] zdania z [innego] zdania. Uzasadnienie
regul inferencji w poszczegélnych dzialach matematyki nie nalezy wtasci-
wie do matematyki: to zadanie dla do$wiadczenia lub filozofii. Zadaniem

4Po raz pierwszy przedstawiony przed National Academy of Sciences w Waszyng-
tonie, 1871 i nastepnie opublikowany w American Journal of Mathematics, t. IV,
1881.
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matematyki jest po prostu stosowaé si¢ do reguly. W tym sensie wszelkie
rozumowanie matematyczne jest konieczne: jest zastosowaniem reguty.

Rozumowanie matematyczne jest dedukcyjne w tym sensie, ze bazuje
ono na definicjach, ktére, w tej mierze, w jakiej chodzi o poprawnosé (va-
lidity) rozumowania (pomijajac wszelkie odniesienia egzystencjalne (exi-
stential import)), winny byé poddawane wylacznie sprawdzeniu ich we-
wnetrzne]j niesprzecznosci (need only the test of self-consistency). Zatem
zadna zewnetrzna weryfikacja definicji nie jest potrzebna w matematyce
dopéty, dopdki rozpatrujemy ja wylacznie jako matematyke. Przedmiot
(subject—matter) niekoniecznie jest przedstawiany umystowi pierwotnie
poprzez definicje: niemniej zadna idea, ktora nie zostala w sposob wy-
czerpujacy zdefiniowana w zakresie tego, co dotyczy jej relacji z innymi
ideami zwigzanymi z danym przedmiotem, nie moze by¢ wlaczona w [tok]
rozumowania. Definicje matematyczne nalezy zawsze traktowaé zaréwno
jako ograniczenia, jak i jako definicje; mianowicie, wykorzystujac w argu-
mencie cechy zdefiniowanej rzeczy, nalezy stosowacé je wylacznie w takim
zakresie, w jakim zostaly one okre$lone w definicjach.

Definicje matematyczne albo posiadaja odniesienie egzystencjalne,
albo sg konwencjami. Definicja matematyczna z odniesieniem egzysten-
cjalnym stanowi rezultat aktu czystej abstrakeji. Definicje tego typu sta-
nowia punkt wyjscia dla nauk matematycznych stosowanych; i w tej mie-
rze, w jakiej charakteryzuja si¢ odniesieniem egzystencjalnym, domagaja
sie weryfikacji wykraczajace] poza samo sprawdzenie ich wewnetrznej
niesprzecznosci.

Z tego wzgledu, dzialy matematyki stosowanej w tej mierze, w ja-
kiej posiadaja charakter stosowany, nie sa czysto dedukcyjne, chyba ze
jako$ utrzymuje sie, ze a priori gwarantowana jest oprocz wewnetrznej
niesprzecznosci definicji takze ich prawdziwosc.

Definicja matematyczna konwencjonalna nie posiada odniesienia eg-
zystencjalnego. Prezentuje ona umystowi, poprzez akt wyobrazni, zbior
rzeczy wraz z w pelni okreslonymi, wewnetrznie niesprzecznymi typami
relacji. By [jednak] matematyka oparta na definicjach konwencjonalnych
posiadala jaka$ uzyteczno$é, byty stwarzane przez te definicje musza
posiadaé¢ cechy noszace pewne znamiona podobienstwa do cech rzeczy
[realnie] istniejacych. Zatem ustalenie, na podstawie [samej| formy, w ja-
kiej dana definicja matematyczna zostala wyrazona, czy jest ona defi-
nicja z odniesieniem egzystencjalnym, czy tez definicja konwencjonalna,
nie zawsze jest calkiem oczywiste. Jakkolwiek mozna zbudowaé definicje
o wyraznej formie czy to konwencjonalnej, czy egzystencjalnej, niemniej
czesto nie daje to zadnych korzysci. W takim przypadku definicje i wy-
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nikajace zen zdania mozna interpretowaé, badz jako odnoszace si¢ do
Swiata idei stworzonego przez konwencje, badz jako odnoszace si¢ w spo-
s6b doktadny lub przyblizony do $wiata [realnie] istniejacych rzeczy. Od-
niesienie egzystencjalne pojawia sie w definicji matematycznej wylacznie
w matematyce mieszanej; w matematyce czystej, definicja matematyczna
musi byé konwencjonalna®.

Historycznie rzecz biorac, az do czaséw niedawnych, matematyka
ograniczala sie do teorii liczb, teorii wielkoSci (quantity) (Scisle rozu-
mianej) 1 teorii przestrzeni doswiadczenia potocznego. Ograniczenie to
bylo uzasadnione praktycznie: nie istnial zaden inny system rozumowa-
nia dedukcyjnego, ktéry by spelnial nasza definicje matematyki. Przyje-
cie w algebrze zwyklej wielkosci zlozonej (complex quantity), bytu w spo-
séb oczywisty opartego na definicjach konwencjonalnych®, dalo pocza-
tek bardziej ogblnym (wider) wspdlczesnym naukom matematycznym.
Uswiadomienie sobie ogélniejszych (wider) pojeé dokonato sie [jednak]
z opdznieniem z powodu zwyczaju matematykdéw, [swoja droga] niezwy-
kle pozytecznego i faktycznie niezbednego dla ich wlasnych celéw, roz-
ciagania (extending) wszystkich nazw w celu stosowania ich do nowo
pojawiajacych si¢ idei. W ten spos6b nazwa wielkosci (quantity) zostata
przeniesiona z wielkos$ci Scisle rozumianej na uogdlniony byt zwyktlej al-
gebry, stworzony przez definicje konwencjonalng, odnoszacy sie do wiel-
kosci (w $cistym sensie) jedynie jako do szczegblnego przypadku.

W swym wspodlczesnym rozwoju algebra zwykta studiowana jest jako
obszerny zesp6t (body) zdan, powiazanych wzajemnie rozumowaniem de-
dukcyjnym oraz oparty na definicjach konwencjonalnych bedacych uogol-
nieniami poje¢ fundamentalnych. Tym samym powstaje stopniowo na-
uka, ktora dzieki swemu fundamentalnemu charakterowi dotyczy (has
relation) kazdego niemal zdarzenia, czy to zjawiskowego, czy tez intelek-
tualnego, jakie moze sie wydarzy¢. Ale te same racje, ktore przemawiaja
za studiowaniem algebry zwyklej, stosuja sie [takze] do badan nad al-
gebra uniwersalna, zwazywszy, ze mozna pokazaé, iz nowo wymyslone
algebry egzemplifikuja poprzez swoja symbolike, lub tez reprezentuja
poprzez swoje interpretacje interesujace uogoélnienia waznych systemow
idei, oraz stanowia uzyteczne narzedzia badan. Takie algebry sg naukami
matematycznymi, ktore niekoniecznie zajmuja sie¢ liczbami czy ilosciami.
Wiasdnie to $§miale rozwinigcie (extension) poza tradycyjna dziedzing czy-
stej ilosci (quantity) stanowi o ich szczegdlnej wartosci [poznawczej]. Ide-
alem matematyki powinnno byé zbudowanie takiego rachunku, ktéry

5Zob. Grassmann, Ausdehnungslehre z 1844, Einleitung.
SWhitehead ma tutaj zapewne na mysli np. liczby zespolone i kwaterniony.
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ulatwialby rozumowanie w odniesieniu do kazdej dziedziny (province)
my$li lub doswiadczenia zewnetrznego; rachunku, w ktérym nastepstwo
my$li lub zdarzen moze by¢ ostatecznie ustalone i precyzyjnie wyrazone.
W tej sytuacji wszelka powazna mysl nie bedaca ani filozofia, ani ro-
zumowaniem indukcyjnym, ani literatura stanowiaca wytwdr wyobrazni
stanie si¢ matematyka rozwijana przy pomocy rachunku (calculus).

Celem niniejszej ksiazki jest szczegdlowe przedstawienie nowych al-
gebr jako uzytecznych narzedzi dedukcyjnego wyprowadznia zdan: a po-
przez ukazanie wlasciwego im podporzadkowania istotnym — naczelnym
(dominant) ideom, przedstawienie ich jako symbolizméw bedacych re-
prezentacjami poje¢ fundamentalnych (as representative symbolisms of
fundamental conceptions). Zgodnie z tym drugim celem nie wahalem sie
skracaé, a nawet opuszczaé te koncepcje (developments) i zastosowania,
ktére nie wiaza sie z istotnymi (dominant) interpretacjami jakiejkolwiek
algebry. Zatem raczej jedno$é¢ idei niz wyczerpujacy charakter, stanowi
zasadniczy cel tej ksiazki (ideal). Jestem bowiem przekonany, ze wzgledne
zaniedbanie tego tematu w ostatnich czterdziestu latach jest czesciowo
spowodowane brakiem jednosci idei w jego prezentacji.

Zaniedbanie (neglect) tego tematu jest réwniez, jak sadze, czeSciowo
spowodowane innym defektem w jego prezentacji. Bede go nazywal
(z braku lepszego okreslenia) brakiem niezaleznosci. Brak ten towarzy-
szyl pojeciowemu ksztaltowaniu sie tego tematu (with which it has been
conceived). Zaraz wyjasnie, co mam na mysli.

Kazda metoda badan tworzy wlasne [pole] zastosowania (applica-
tions), a co za tym idzie, geometria analityczna jest inna nauka niz geo-
metria syntetyczna, a z kolei one obydwie roéznig sie od wspolczesnej
geometrii rzutowej. Wprawdzie wiele zdan wystepujacych w tych trzech
naukach jest identycznych, podobnie zreszta jak ogdlny przedmiot ich
badania — przestrzen, niemniej bytoby powaznym bledem, gdyby$my
rozwijajac ktéras z tych trzech nauk zwyczajnie przeniesli na jej grunt
zbiér zdan z dwoch pozostalych w niezmienionej formie i starali sie je
udowodni¢ metodami tejze nauki. Niektore z tych zdan udaloby sie udo-
wodnié¢, choé¢ z wielkim trudem, niektére jednak byloby w ogdle ciezko
wyrazi¢ w jezyku technicznym, czy symbolice tej specyficznej nauki. Te
same problemy dotycza zawartych w niniejszej pracy zastosowan algebr.
Algebra Grassmanna, czyli rachunek rozciagltosci, jest zastosowana do
geometrii opisowej, geometrii liniowej i geometrii metrycznej, zaréwno
euklidesowej jak i nie—euklidesowej. Jednakze nauki te, tak jak sa rozwi-
jane w niniejszej pracy, nie sa tymi samymi naukami, rozwijanymi przy
pomocy innych metod, jakkolwiek dotycza tego samego ogblnego przed-
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miotu badan. Ich kombinacja w niniejszej pracy tworzy nowa i oddzielna
nauke, oddzielna w taki sposéb w stosunku do innych nauk traktujacych
o tym samym ogélnym przedmiocie badan, jak geometria analityczna
odmienna jest od czystej geometrii. Wydaje mi sie, ze ta oddzielnos¢,
czy tez niezalezno$é, zastosowania (application) kazdej z nowych algebr
byla w niewystarczajacym stopniu uswiadomiona, co doprowadzito do
zahamowania jej rozwoju. W stosowaniu symbolizmu staralem sie¢ by¢
bardzo konserwatywny. Symbole udziwnione raczej zaciemniaja niz roz-
jaéniaja mysl. Z tego powodu nie odwazylem si¢ burzy¢ jakiejkolwiek
dobrze ustalonej notacji. Z drugiej jednak strony nie wahalem si¢ wpro-
wadzaé nowych symboli, kiedy wymagato tego wyrazenie nowych idei.

Obecny tom podzielony jest na siedem ksiag. W ksiedze I rozwazane
sg ogdlne zasady calego zagadnienia. Ksiega II poswiecona jest alge-
brze logiki symbolicznej; wyniki tej ksiegi nie sa konieczne do zrozu-
mienia pozostalych ksiag. Ksiega III poswigcona jest ogdlnym zasadom
dodawania oraz teorii rozmaitosci polozeniowej”, bedacej nogélnionym
pojeciem przestrzeni o dowolnej liczbie wymiaréw, bez wprowadzonej
idei odlegtosci. Zrozumienie tej ksiegi jest istotne dla czytania dalszych
ksigg. Ksiega IV poswiecona jest zasadom rachunku rozciggtosci. Ksiega
V stosuje rachunek rozciagtosci do teorii sit w tréjwymiarowej rozmaito-
Sci potozeniowej. Ksiega VI stosuje rachunek rozciagltosci do geometrii
nie—euklidesowej, uwazanej, za Cayleyem, za najbardziej ogélna teorie
odleglosci na rozmaitoéci potozeniowej; zrozumienie tej ksiegi nie jest
konieczne w dalszej lekturze pracy. Ksiega VII stosuje rachunek rozcia-
gloéci do zwyklej tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej...

ttumaczyt Zbigniew Liana

"Whitehead uzywa okreslenia Positional manifold. W czasach, gdy pisat on swoja,
prace, rodzila si¢ topologia, badajaca najogdlniejsze wtasnosci figur geometrycznych
i przestrzeni. Sam pomyst takich badan siegal jednak Leibniza, ktory okreslil je mia-
nem analysis situs — badaniem miejsca, potozenia. Taks sama nazwsg postugiwal sie
réwniez Riemann, twérca pojecia rozmaitosci oraz uwazany obecnie za ojca topologii
H. Poincaré. Nazwa situs wyjasnia okreslenie Whiteheada: positional. Dzisiaj mo-
wiliby$my o rozmaitosci topologicznej w sensie szerszym. Zob. M. Kordos, dz. cyt.,
251n.

8W dalszej czesci wstepu autor wyraza swoje intelektualne zobowigzania w odnie-
sieniu do réznych matematykéw.



