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Od czasu udowodnienia tzw. twierdzen limitacyjnych w logice (twier-
dzenia Godla i twierdzenia Skolema-Léwenheima) toczy sie spér do-
tyczacy ich filozoficznych implikacji. Dyskusja ta jest wielowatkowa:
w przypadku twierdzenia Skolema-Lowenheima dotyczy naszych moz-
liwoéci opisywania rzeczywistoécil. W przypadku drugiego twierdzenia
Godla dotyczy w szczegdlnoéci programu Hilberta?. Pierwsze twierdzenie
Godla stanowi inspiracje dla rozwazania szeregu probleméw: od zagad-
nien zwiazanych z problemem psychofizycznym (czy doktadniej: od tezy,
ze ,umys! jest maszyna’), po kwestie ograniczonosci naszego poznania.
W niniejszym artykule dyskutowany jest jedynie ten ostatni problem.

Spotykany jest poglad, ze twierdzenie Godla dowodzi istnienia zasad-
niczych barier poznawczych; ze nigdy nie bedziemy mogli uchwycié catej
prawdy o $wiecie, i to z przyczyn zasadniczych, a nie jedynie praktycz-
nych. Wedlug niektorych twierdzenie Godla ma dowodzi¢ niemoznosci

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wiec pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odregbng numeracje stron.

ITwierdzenia Skolema-Léwenheima méwia, ze jezeli teoria w jezyku pierwszego
rzedu ma model nieskoriczony, to ma model dowolnej mocy wiekszej lub réwnej mocy
jezyka. Nie mozemy zatem w sposob kategoryczny opisaé ,modelu zamierzonego”.
W szczegdlnosci oznacza to, ze teoria sformulowana w jezyku przeliczalnym na model
przeliczalny. Odnosi sie to takze do teorii mnogosci; zjawisko to nazywa sie niekiedy
,paradoksem Skolema”. Paradoks dotyczy tego, ze teoria, ktéra méwi o obiektach
nieprzeliczalnych, sama ma model przeliczalny.

2Drugie twierdzenie Godla méwi, ze teorie w jezyku pierwszego rzedu ,, nie sa
w stanie” udowodnié swojej wlasnej niesprzecznosci. Dotyczy to w szczegblnosci aryt-
metyki Peano (PA) i teorii mnogosci Zermelo—Fraenckla (ZF). Niesprzecznos$é tych
teorii nie jest dowodliwa za pomoca $rodkéw formalnych dostepnych ,wewnatrz”
teorii. Jak wiadomo, na mocy tego twierdzenia program Hilberta w oryginalnej po-
staci nie jest mozliwy do przeprowadzenia, ale podaje si¢ propozycje jego modyfika-
cji czy innego rozumienia: w tym sensie dyskusja na ten temat nie jest zamknieta,
(por. [Murawski 1993], [Kossak 1991], [Simpson 1988]. [Detlefsen 1986] broni pogladu,
ze twierdzenia Godla nie implikuja, wbrew powszechnemu przekonaniu, niemoznosci
przeprowadzenia programu Hilberta).
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udzielenia naukowej odpowiedzi na pytania o charakterze egzystencjal-
nym, czy metafizycznym. Tego typu sugestie znajdziemy np. w [Zyciﬁski
1985, 194-5]. Podobne poglady reprezentuja m.in. Jaki i Katsoff. Jaki
twierdzi, ze poszukiwanie przez fizykéw ,teorii wszystkiego” wynika po
czesci stad, ze stabo znaja oni problematyke zwiazana z twierdzeniem
Godla (por. [Zycinski 1993, 68]). Wedlug Katsoffa twierdzenie Godla
implikuje, ze nigdy nie bedzie mogla istnieé zupelna i ostateczna teoria
rzeczywistosci, tzn. metafizyka. Nie prowadzi to do mistycyzmu, lecz do
ewolucyjnej wizji rzeczywistosci (cytat za [Zycinski 1993, 307]). Z pew-
noécia warto zastanowi¢ sie nad zagadnieniem, do jakiego stopnia wy-
stepowanie w matematyce zjawisk, o ktérych moéwig nam twierdzenia
Godla, ustanawia w naszej dziatalnosci poznawczej istotne ograniczenia,
i czy rzeczywiscie przytoczone poglady sa stuszne. Naturalne jest tu-
taj skoncentrowanie si¢ na naukach w nierozerwalny sposéb zwiazanych
z matematyka, a wiec raczej na fizyce i astronomii niz np. psychologii
(pomimo stosowania w tej nauce pewnych metod formalnych) czy histo-
rii. Zaweza to oczywiscie dyskusje, nie obejmujac ,,wszelkich mozliwych
teorii rzeczywistosci”.

Niniejszy artykut koncentruje si¢ wokdél dwédch problemow:

A). Czy potrafimy w naukach przyrodniczych w tej chwili wskazaé
konkretne pytania, na ktére nie potrafimy odpowiedzie¢ wtasnie z po-
wodu wystepowania w matematyce niezaleznosci? Czy mozemy wskazaé
konkretne luki w naszej wiedzy przyrodniczej, ktorych istnienie wynika
wlasnie z twierdzenia Godla? Innymi stowy, czy twierdzenie Goédla ma
jakie$ praktyczne implikacje?

B). Czy, nawet jesli w tej chwili nie potrafimy wskazaé¢ konkretnych
przykladéw oddzialywania twierdzenia Godla, to musza sie one w sposéb
konieczny pojawi¢? Czy zasadne jest stosowanie twierdzenia Godla do
naszej wiedzy przyrodniczej? Innymi stowy, czy rzeczywiscie twierdzenie
Godla implikuje istnienie zasadniczych barier poznawczych?

Twierdzenia Godla odnoszg si¢ do pewnych teorii sformulowanych
w jezyku pierwszego rzedu. Przypomnijmy, nie wdajac sie w szczegdly,
ze pierwsze twierdzenie Gédla méwi, ze rekurencyjnie aksjomatyzowalne
systemy formalne wyrazone w dostatecznie bogatym jezyku sa niezu-
pelne. Oznacza to, ze istniejg zdania w jezyku tych teorii, ktérych nie da
sie¢ na gruncie tych teorii ani udowodnié, ani obali¢. Innymi stowy, jesli
T jest taka teoria, a ¢ zdaniem od niej niezaleznym, to zaréwno T + ¢
jak i T'+ non — ¢ sa niesprzeczne.

Oryginalny dowéd Gdédla polegal, méwiac nieformalnie, na zrecznym
zakodowaniu zdan metajezyka w jezyku (z wykorzystaniem teorii funk-
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cji rekurencyjnych) i zastosowaniu paradoksu ktamcy?®. Dow6d ten byt
niekonstruktywny — dowodzil on istnienia pewnego ,abstrakcyjnego”
zdania niezaleznego. O zdaniu tym wiadomo bylo jedynie to, ze méwi
o sobie, ze nie posiada dowodu, nie mialo natomiast ,konkretnej tre-
Sci matematycznej”. Oczywiscie pojecie ,konkretnej tresci matematycz-
nej” jest nieco nieostre, ale mozna chyba zgodzi¢ sie z teza, ze np. hi-
poteza Fermata (albo twierdzenie, ze 24+2=4) jest bardziej konkretna
niz zdanie, ktére méwi jedynie, ze nie posiada dowodu. Wydaje sie, ze
w tej kwestii panuje wsrod wiekszosci matematykow, a nawet wsréd lo-
gikéw, zgoda (np. Drake okresla zdanie Godlowskie jako zdanie metama-
tematyczne, przeciwstawiajac je konkretnym zdaniom matematycznym
[Drake 1989, 23]). Jednak przez dlugi czas nie potrafiono wskazaé przy-
kltadow zdan niezaleznych o konkretnej tresci matematycznej. Dopiero
w latach 70-tych podany zostal (por. [Paris Harrington 1977]) przyktad
pierwszego niezaleznego zdania o charakterze kombinatorycznym. Doty-
czylo ono tzw. podzialowych wlasnosci zbioréw skonczonych. W krétkim
czasie takich zdan pojawito sie wiecej; byty to zaréwno zdania o charak-
terze kombinatorycznym jak i teorioliczbowym, np. zdanie Goodsteina.
(Czytelnik znajdzie przystepne oméwienie tych zagadnien np. w: [Ada-
mowicz Zbierski 1991], [Murawski 1987], [Murawski 1993], [Murawski
1994], [Wojtowicz 1996]).

O ile jednak w przypadku arytmetyki PA dtugo nie potrafiono podaé
konkretnych przyktadéw zdan, co do ktérych zasadne bytoby przypusz-
czenie, ze sa niezalezne, to w teorii mnogosci sytuacja przedstawiala sie
inaczej. Wiadomo bylo (tak jak w przypadku arytmetyki), ze zdania
niezalezne istnieja (na mocy twierdzenia Godla), ale bardzo wczednie
znaleziono «podejrzynych o niezaleznoééy». Byly nimi: pewnik wyboru
i hipoteza continuum. Przypomnijmy, ze pewnik wyboru méwi, iz dla
dowolnej rodziny niepustych zbioréw parami roztacznych istnieje selek-
tor, tzn. zbior, ktéry z kazdym zbiorem tej rodziny ma dokladnie jeden
element wspélny?. Pewnik wyboru ma catkowicie niekonstruktywny cha-
rakter; stwierdza on istnienie pewnego zbioru nie méwiac jednoczesnie
nic o jego wlasnosciach (z wyjatkiem faktu, ze z kazdym zbiorem z naszej
rodziny ma dokladnie jeden element wspélny) ani o sposobie konstrukcji.
Dlatego od poczatku wzbudzal on wiele kontrowersji. Wsréd krytykéw
pewnika wyboru (ze wzgledu na jego niekonstruktywny charakter) zna-

3Zainteresowany czytelnik znajdzie dowéd twierdzenia Godla np. w [Adamowicz
Zbierski 1991], [Barwise 1977], albo niemal w kazdym standardowym podreczniku
logiki.

AW réwnowaznym sformutowaniu pewnik wyboru méwi, ze dla kazdej rodziny
niepustych zbioréw S istnieje funkcja f: S — US taka, ze f(s) € s dla kazdego s € S.



4 Krzysztof WOJTOWICZ

lezli sie np. Borel, Baire i Lebesgue. Ciekawy jest fakt, ze matematycy
ci mimo to sami nieSwiadomie uzywali tego aksjomatu przy dowodzeniu
twierdzen. Zwolennikiem przyjecia pewnika wyboru (jeszcze w przedak-
sjomatycznej fazie teorii mnogosci) byl Zermelo, powolujac si¢ na jego
podstawowe dla matematyki implikacje. Wokél pewnika wyboru toczyta
sie dyskusja dotyczaca dwéch zagadnien, a mianowicie jego niesprzeczno-
Sci z pozostalymi aksjomatami teorii mnogosci Zermelo—Fraenckla oraz
jego ,wiarygodnoéci”® (por. [Maddy 1988]). Niesprzecznoéé pewnika wy-
boru udowodnil Godel w 1940 roku konstruujac model dla teorii mno-
gosci z pewnikiem wyboru (ZFC). Nie rozstrzygalo to jednak dysku-
sji na temat tego, czy pewnik wyboru powinien by¢ przyjety, i jezeli
tak, to czy w najogdlniejszej, czy moze ostabionej postaci, np. w postaci
tzw. przeliczalnego pewnika wyboru, ktéry odnosi si¢ jedynie do przeli-
czalnych rodzin zbioréw. Wsrdd sformutowan rownowaznych pewnikowi
wyboru jako najbardziej znane (i najczesciej pojawiajace sie w zasto-
sowaniach) nalezy chyba wyrézni¢ twierdzenie Zermelo o dobrym upo-
rzadkowaniu i lemat Kuratowskiego—Zorna. Pierwsze twierdzenie mowi,
ze kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowaé, tzn. ustawi¢ w ciag, by¢
moze pozaskonczony. Moze by¢ to nieco zaskakujace w stosunku np. do
zbioru liczb rzeczywistych, ktéry na ogdét wyobrazamy sobie jako ,nie-
skoniczenie cienka, nieskonczenie dluga i ciagta kreske” i trudno wyobra-
zi¢ sobie, jak liczby rzeczywiste maja by¢ ustawione w dyskretny ciag.
Za pomocg pewnika wyboru mozna wykazaé¢ istnienie zbioru niemierzal-
nego na prostej, jak réwniez udowodni¢ twierdzenie Banacha—Tarskiego
o paradoksalnym rozkladzie kuli. Nie wnikajac zbyt gleboko w szczegdly
techniczne, twierdzenie to moéwi, ze kule mozna rozlozyé¢ na skonczona
ilo§¢ kawalkow a nastepnie zlozy¢ z nich dwie kule, z ktérych kazda
jest przystajaca do kuli wyjsciowej. Oczywiscie rozklad ten nie przypo-
mina w niczym ciecia nozem; figury powstajace z rozkladu kuli sa nie-
mierzalne, czyli w szczegdlnosci ,bardzo dziwne”®. Twierdzenie to stoi
w jawnej sprzecznosci z naszymi doswiadczeniami z zycia codziennego.
(Przeprowadzenie tego typu operacji rozwiazaloby raz na zawsze pro-
blemy energetyczne czy zywieniowe ludzkosci. Tu niestety teoria rozmija
sie z praktyka).

Pewnik wyboru, pomimo iz ma szereg zaskakujacych konsekwen-
cji (jak twierdzenie Banacha—Tarskiego) jest bardzo wazny w ma-
tematyce wspolczesnej. Stosowany jest najczesciej w postaci lematu

5Dokladng historie dyskusji, jaka toczyla sie wokét pewnika wyboru, czytelnik
znajdzie w monografii [Moore 1982].

6Sformutowanie i dowéd twierdzenia Banacha—Tarskiego o paradoksalnym rozkla-
dzie kuli mozna znalezé np. w [Jech 1973], [Jech 1977].
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Kuratowskiego—Zorna, ktéry mowi, ze zbiér czeSciowo uporzadkowany,
w ktorym kazdy tancuch ma ograniczenie gérne, posiada element mak-
symalny”. Lemat ten stosowany jest powszechnie we wszystkich dzialach
matematyki: od logiki (twierdzenie o pelnosci), poprzez algebre liniowa
(twierdzenie, ze kazda przestrzen liniowa ma baze) do analizy funkcjo-
nalnej (twierdzenie (Hahna-Banacha). Nie ma sensu mnozy¢ tu przy-
ktadéw zastosowan lematu Kuratowskiego—Zorna; obejmuja one bardzo
obszerny fragment matematyki, w tym réwniez matematyki stosowane;j.
Matematyka bez pewnika wyboru byltaby ubozsza, nie mozna by nawet
udowodni¢ oczywistego, jak sie wydaje, twierdzenia, ze suma przeliczal-
nej ilogci zbioréw przeliczalnych jest zbiorem przeliczalnym?®. Jednak, jak
udowodnil Cohen w 1963 roku, pewnik wyboru jest niezalezny od teo-
rii mnogosci. To, ze jest niesprzeczny, wiadomo bylo od czasu dowodu
Godla, natomiast Cohen skonstruowal model dla teorii mnogosci z nega-
cja pewnika wyboru. Oznacza to, ze tak naprawde o przyjeciu pewnika
wyboru decyduja wzgledy pragmatyczno—estetyczne.

Drugim waznym przykladem zdania niezaleznego w teorii mnogo-
Sci jest hipoteza continuum, sformutowana juz przez Cantora. Przypo-
mnijmy dla porzadku, ze w arytmetyce liczb kardynalnych moc zbioru
liczb naturalnych oznaczamy przez wg. Jest to najmniejsza nieskoniczona
liczba kardynalna. Kolejne liczby kardynalne oznaczamy przez wi,ws
itd. Moc zbioru liczb rzeczywistych oznaczamy przez c. Wiadomo, ze
zbidr liczb rzeczywistych jest réwnoliczny ze zbiorem podzbioréw zbioru
liczb naturalnych (zbiorem potegowym zbioru liczb naturalnych), kté-
rego moc jest rowna 2*°. Nie wiemy jednak, w ktérym miejscu ciagu liczb
kardynalnych znajduje sie continuum. Hipoteza continuum (oznaczana
standardowo przez CH, od angielskiego continuum hypothesis) méwi, ze
¢ = w1, tzn., ze continuum jest nastepna po wq liczba kardynalng. Ozna-
cza to w szczegdlnodci, ze podzbiory nieskonczone zbioru liczb rzeczywi-
stych sa albo przeliczalne, albo maja moc continuum. Nie ma zbioréw
o mocy posredniej. Na pierwszy rzut oka przyjecie takiej hipotezy wydaje
sie by¢ naturalne, gdyz trudno bytoby wyobrazi¢ sobie podzbiér pro-
stej rzeczywistej o mocy posredniej. Niesprzecznos¢ hipotezy continuum
z aksjomatami ZFC udowodnil w 1940 r. Godel. Pytanie o niezalez-

"Sformulowanie i dowéd réwnowaznoéci z pewnikiem wyboru lematu
Kuratowskiego—Zorna znalezé mozna w [Jech 1973], albo w niemal kazdym
podreczniku teorii mnogosci.

8W matematyce bez pewnika wyboru ,dziejg sie dziwne rzeczy”. Nie da sie udo-
wodni¢ twierdzenia, ze iloczyn kartezjanski zbioréw niepustych jest zbiorem niepu-
stym, za to istnieje taki nieskonczony zbiér liczb rzeczywistych, ktéry nie ma pod-
zbioru przeliczalnego. Opis tych zjawisk czytelnik znajdzie np. w [Jech 1973].
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no$¢ pozostawalo nierozstrzygniete az do roku 1963, kiedy Cohen udo-
wodnil niesprzecznos¢ negacji hipotezy continuum z ZFC, konstruujac
metoda tzw. forcingu (wymuszania) odpowiedni model dla ZFC+non-
CH. Znowu okazalo sie, ze nie mozemy oczekiwaé odpowiedzi na pytanie
o status CH w ramach sformalizowanej teorii mnogosci ZFC i musimy od-
wolywac sie do naszych intuicji i kryteriéw pozasystemowych. Niektorzy
(tak jak Martin w [Martin 1976, 81]), podkreslaja, ze nie jest jasne, czy
problem continuum zostal w ogdle rozwiazany i czy w ogdle jest to tak
naprawde problem matematyczny. Godel w [Godel 1947/64] twierdzi,
ze pytanie o prawdziwa wartosé continuum jest pytaniem dotyczacym
rzeczywistodcei (co stanowi wyraz jego platonistycznych pogladéw), zas
jego niezaleznosé od konkretnej aksjomatyki pokazuje jedynie stabo$é tej
aksjomatyki. Sam Godel do konca zycia interesowal sie tym zagadnie-
niem i poszukiwal aksjomatéw mogacych przynies¢ odpowiedz na pyta-
nie o prawdziwa warto$¢continuum (por. [Godel 1970]). Dales i Woodin
(specjalisci z zakresu teorii mnogosci) wyrazaja nadzieje, ze by¢ moze na-
sze rozumienie $wiata zbioréw osiagnie stan, w ktérym mozliwe bedzie
znalezienie naturalnych aksjomatéw, umozliwiajacych osiagniecie zgody
co do ,najbardziej rozsadnej wartosci continuum” ([Dales Woodin 1987,
90-91)).

O ile jednak w przypadku pewnika wyboru mozna $mialo przyjaé kry-
terium pragmatyczne — matematyka bez pewnika wyboru jest mniej cie-
kawa, ubozsza i, by¢ moze, mniej pomocna w poznawaniu $wiata (mam
tu na my$li aparatur¢ matematyczna uzywana w naukach przyrodni-
czych), o tyle w przypadku CH o wiele trudniej jest podaé przekonujace
argumenty tego typu. Odrzucenie hipotezy continuum nie spowoduje zu-
bozenia matematyki w takim sensie, w jakim spowodowaloby to odrzu-
cenie pewnika wyboru. Inaczej niz w przypadku pewnika wyboru brak
jest przyktadéw istotnych twierdzen w matematyce, ktérych dowdd opie-
ralby sie na hipotezie continuum. Trudniej tez, niz w przypadku pewnika
wyboru, odwoltywa¢ sie do intuicji — o ile bowiem pewnik wyboru w ja-
kims$ sensie uogdlnia nasze oczywiste intuicje z zycia codziennego, o tyle
CH nie ma tego charakteru. Mozna podaé¢ pozornie oczywiste argumenty
na rzecz przyjecia hipotezy continuum jak i na rzecz jej odrzucenia. Od-
rzucajac CH ,godzimy” sie na istnienie nieprzeliczalnych podzbioréw
prostej o mocy mniejszej niz continuum, co trudno jest sobie wyobrazié.
Jednak przyjmujac CH musimy zaakceptowaé fakt, ze liczby rzeczywiste
mozna ustawi¢ w taki sposéb, ze kazdy wlasciwy odcinek poczatkowy
tego ciagu jest przeliczalny, czy tez inaczej, ze liczb rzeczywistych jest
tyle samo, ile jest przeliczalnych liczb porzadkowych. Oba te fakty sa
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do pewnego stopnia sprzeczne z naszymi intuicjami, przy czym brak jest
wsréd matematykéw zgody co do ich ,stopnia sprzecznosci z intuicjami”.
Moore pisze o rozbieznosciach w ocenie na temat ,,naturalnoéci” pewnych
aksjomatéw pomiedzy Godlem a Cohenem czy Martinem — wybitnymi
specjalistami w zakresie teorii mnogosci ([Moore 1990, 165])°.

Hipoteza continuum i pewnik wyboru nie sa oczywiscie jedynymi
waznymi niezaleznymi zdaniami w teorii mnogosci. Od czasu stworzenia
przez Cohena metody forcingu udowodniono niezaleznos¢ wielu zdan,
gltéownie dotyczacych kombinatoryki nieskonczonej czy arytmetyki liczb
kardynalnych (por. np. [Kunen 1980]). Dowodzeniem niezaleznodci pew-
nych zdan i relatywnej niesprzecznosci systeméw aksjomatycznych zaj-
muje sie obszerny dzial teorii mnogosci. Jednak przyktady zdan nieza-
leznych (od ZFC) mozna znalezé takze w innych dzialach matematyki,
na przyktad w teorii przestrzeni Hilberta, szeroko stosowanej, chociazby
w mechanice kwantowej czy np. w teorii aproksymacji'®. Znany jest przy-
ktad ,konkretnego” zdania matematycznego dotyczacego norm okreslo-
nych na pewnych algebrach Banacha (por. [Dales Woodin 1987]). Fried-
man znalazl zdania dotyczace funkcji borelowskich okreslonych na ko-
stce Hilberta o wartosciach w odcinku [0,1], ktére sa niezalezne od ZFC.
Co wiecej, zdania te nie dadza sie nawet rozstrzygnaé poprzez przy-
jecie aksjomatu konstruowalnosci, wymagajac silnych zalozen dotycza-
cych liczb Mahlo!! (por. [Friedman 1981]). Podobna sytuacja ma miej-
sce w przypadku pewnych zdan kombinatorycznych dotyczacych obiek-
téw skoniczonych (por. [Friedman 1986]). One takze wymagaja przyjecia
bardzo silnych zalozen teoriomnogosciowych dotyczacych duzych liczb
kardynalnych. W naszych rozwazaniach dotyczacych filozoficznych im-
plikacji istnienia zdan niezaleznych musimy bra¢ te wyniki pod uwage,
zwlaszcza w kontekscie sformulowanego na poczatku artykulu zagad-
nienia A. W szczegélnosci musimy zastanowi¢ si¢ nad miejscem tych
wynikéw w matematyce stosowanej.

9Dyskusje na temat argumentéw za i przeciw przyjeciu CH (jak i AC) mozna
znalezé w [Maddy 1988]. Freiling w [1986] proponuje ,naturalne” aksjomaty, z ktérych
wynika negacja CH i AC.

10Przyktadem takiego zdania moze byé: ,Ideat operatoréw zwartych na przestrzeni
Hilberta jest sumg dwéch mniejszych idealéw wlasciwych” (por. [Roitman 1992]). Jest
to oczywiscie zdanie odnoszace sie do bardzo konkretnych obiektéw matematycznych,
takich jak przestrzenie Hilberta i dzialajace na tych przestrzeniach zwarte operatory
liniowe.

H1iczby Mahlo to tzw. ,duze liczby kardynalne”, ktorych istnienia nie da si¢ udo-
wodni¢ w teorii mnogosci ZFC. Moéwiagc w sposéb nieformalny, sa one ,wieksze, niz
jakikolwiek zbidr, ktorego istnienie mozna udowodni¢ w ZFC”.
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Widzimy zatem, ze w matematyce wystepuja zdania niezalezne. Ist-
nienie tych zdan zdaje si¢ wzmacnia¢ teze, ze twierdzenia Godla usta-
nawiaja istotne bariery poznawcze naszej dziatalnosci. Jednak nie jest
oczywiste, ze rzeczywiscie zjawisko niezaleznosci w matematyce odgrywa
taka role. Zastanowimy sie najpierw nad problemem A, tzn. nad zagad-
nieniem, na ile niezalezno$ci sa obecne w matematyce stosowanej i fizyce.

(1). Zwréémy uwage na fakt, ze ,niezalezno$é niezaleznosci nie-
rowna”’. Twierdzenie Ramsey’a nie jest dowodliwe w PA, co jest fak-
tem interesujacym matematycznie, jak i filozoficznie (por. [Wéjtowicz
1996]). Wiemy jednak, ze twierdzenie to jest prawdziwe w odniesieniu
do liczb naturalnych — umiemy to udowodni¢ w teorii mnogosci. Po-
dobnie jest z wieloma innymi zdaniami niezaleznymi od PA. Nalezy tu
zwroci¢ uwage na pewnien fakt. Oczywiste jest, ze twierdzenie Ramsey’a
umiemy udowodnié¢ w jakiej$ teorii silniejszej, na przykiad w teorii ,,PA
+ twierdzenie Ramsey’a”, podobnie jak kazde zdanie ¢ niezalezne od
dowolnej teorii T jest dowodliwe (w trywialny sposéb) w teorii , T + ¢”.
Istotne jest jednak to, ze mozemy je udowodni¢ w jednej, naturalnej
z punktu widzenia matematyki, teorii, jaka jest teoria mnogosci ZFC'2.

Obecnie dobrze juz wiemy, skad ,bierze sie” niedowodliwos¢ pewnych
zdan niezaleznych od PA. Zjawiska te nie sg juz owiane aura tajemni-
czoéci i niezwykltosci jak u swoich prapoczatkéw, stajac sie zwyklymi
wynikami technicznymi. Méwia one, w pewnym uproszczeniu, tyle: zda-
nie ¢ jest prawdziwe w odniesieniu do ,,prawdziwych”, tj. standardowych
liczb naturalnych, jednak PA jest teorig zbyt staba, zeby to udowodnié.
Nie ma w tym nic tajemniczego — jezeli w rachunku zdan ostabiliby-
$my regule wnioskowania modus ponens tylko np. do formul o dlugosci
mniejszej niz 10, to wielu tautologii (czyli zdan prawdziwych) nie umieli-
byémy udowodnié¢. Zdania niezalezne od PA nie naleza zatem do obszaru
niewiedzy — znamy odpowiedzi'® na nie dzicki odwotaniu si¢ do teorii
silniejszej, jaka jest teoria mnogosci (czyli ,cala matematyka”); znamy
takze ich status metamatematyczny, tzn. ich niezaleznosé od PA (a cza-
sami nawet ich ,stopien niezaleznosci od PA”, co oznacza, ze wiemy, jak
nalezy wzmocnié¢ PA, aby je udowodnié). Niekiedy musimy sie odwolaé
do bardzo zaawansowanych technik matematycznych dla rozstrzygniecia

120czywiscie nie chodzi o to, ze kazde zdanie niezalezne od PA mozna udowod-
ni¢ w ZFC, ale o to, ze tak jest w przypadku zdan prawdziwych w odniesieniu do
standardowego modelu dla PA, czyli liczb naturalnych.

13 Méwiac Scisle: wiemy, czy sa one prawdziwe w odniesieniu do standardowych liczb
naturalnych, gdyz oczywiscie niektére zdania niezalezne od PA sa w standardowym
modelu dla PA (czyli w ,prawdziwych liczbach naturalnych”) prawdziwe, inne zas
falszywe.
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danego problemu teorioliczbowego, jak to ma miejsce w przypadku nie-
dawno rozwiazanego problemu Fermata, w dowodzie ktérego wykorzy-
stane sa bardzo zaawansowane techniki geometrii algebraicznej. Jednak
zawsze w przypadku tego typu zdan niezaleznych mozemy odwotaé sie
do naturalnej ,teorii-wyroczni”, przy czym moze nig by¢ ZFC, a czasami
wystarczy nawet teoria stabsza.

Inna sytuacja jest w przypadku zdan niezaleznych od ZFC. Tutaj nie-
zalezno$¢ jest czyms$ ,absolutnym”. Nie mozemy dla rozstrzygniecia zdan
niezaleznych po prostu odwolaé si¢ do teorii silniejszej — kazdy wybor
takiej ,teorii-wyroczni” bylby wyborem czysto arbitralnym, inaczej niz
w przypadku PA. Przypominalby on sytuacje, w ktorej dla rozstrzygnie-
cia, czy twierdzenie Ramsey’a jest prawdziwe, po prostu je zaktadamy.
Wybdr taki nie wynikatby z odwotania sie do praktyki matematycznej
(takim odwolaniem jest zastosowanie ZFC dla rozstrzygniecia pytan teo-
rioliczbowych, bo ZFC jest powszechnie akceptowane przez matematy-
kéw), ale z odwolania si¢ do kryteriéw estetycznych, do intuicji czy jesz-
cze innych kryteriow pozasystemowych. Wynika to z tego, ze o ile zga-
dzamy sie co do tego, czym sg standardowe liczby naturalne (mozemy
je zdefiniowa¢ w ZFC, albo w arytmetyce drugiego rzedu), to nie ma
zgody co do tego, jak ,naprawde” wyglada uniwersum zbioréw. Mozemy
zatem uznaé za zasadng hipoteze, ze o ile niezaleznosci od PA i innych
podobnych stabych systeméw aksjomatycznych nie stanowig bariery po-
znawczej, to sytuacja w przypadku zdan niezaleznych od ZFC jest inna
— tu niezalezno$¢ jest czyms zdecydowanie bardziej istotnym, wrecz
yabsolutnym”. Ewentualne zjawiska ,bariery poznawczej” moglyby za-
tem wystapi¢ w wyniku istnienia zdan niezaleznych od teorii mnogosci.
Wezedniej przytoczyliSmy kilka przyktadéw zdan z ,prawdziwej mate-
matyki”, ktére sa niezalezne. Niemniej jednak nalezy zauwazy¢, ze ta-
kich zdan niezaleznych nie znamy zbyt duzo. Wiekszosé przyktadow to
zdania stricte teoriomnogosciowe, albo z topologii teoriomnogosciowej,
natomiast nie potrafimy podaé zbyt wiele tego typu przykladéw z teo-
rii aproksymacji, proceséw stochastycznych czy geometrii rézniczkowej,
czyli konkretnej matematyki”. To sugeruje, ze niezaleznosci koncentruja
si¢ w samej teorii mnogosci — poza nia nie maja juz tak silnego oddzialy-
wania. Mozna wprawdzie podac przyklady zdan np. z teorii grup, ktére
zaleza od CH, ale ilo$¢ ich jest znikoma. Problem niezaleznosci zdan
matematyki stosowanej omawiamy w nastepnym akapicie.

(2). Zastan6wmy sie nad faktycznym wystepowaniem niezalezno$ci
w matematyce stosowanej. ZauwazyliSmy juz, ze wiekszoéé (choé nie
wszystkie!) zdan niezaleznych od ZFC dotyczy zagadnien stricte teo-
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riomnogosciowych — dotycza one np. istnienia duzych liczb kardynal-
nych, arytmetyki liczb kardynalnych, mozliwych wartosci continuum,
etc. (por. np. [Kunen 1980]). Mozna, nieco nieformalnie, powiedzieé, ze
dotycza one bytéow ,wysoce abstrakcyjnych”, nie odnoszac sie do kon-
kretnych obiektéw jak np. przestrzen C[0,1] albo rozmaitodci rézniczkowe
4—wymiarowe'. Z drugiej strony mamy wyniki dotyczace idealéw opera-
toréw zwartych czy norm na algebrach Banacha, albo wyniki Friedmana
i da Costy. Nie jest jednak jasne, na ile te zdania moga rzeczywiscie ode-
graé role przy opisie $wiata fizycznego. Mozna bowiem bronié¢ tezy, ze
pewne obiekty konstruowane w wymyslnych modelach dla teorii mnogo-
$ci pozbawione sa ,sensu fizycznego”, i sa pewnymi sztucznymi tworami,
za$ modele dla teorii mnogosci, w ktérych pewne zdania niezalezne od
ZFC nie sa spelnione, nie sa ,prawdziwymi modelami dla teorii zbio-
row”. Ich konstrukcja jest mozliwa ze wzgledu na stabos¢ ZFC, podob-
nie jak mozemy skonstruowa¢ model dla PA, w ktérym falszywe jest
twierdzenie Ramsey’a, pomimo iz w standardowych liczbach natural-
nych jest ono prawdziwe. (Mozemy nawet skonstruowaé¢ model dla PA,
w ktérym prawdziwe jest zdanie ,PA jest teorig sprzeczna’). Powraca
tu problem mocy wyrazeniowej jezyka pierwszego rzedu. Przytoczmy tu
uwage Scotta ([Scott 1971]), w ktérej méwi on o poszukiwaniu ,absolut-
nego” (czyli scharakteryzowanego w sposob kategoryczny) uniwersum
zbioréw. Istnienie tak wielu modeli dla ZFC wynika wedlug niego ze
stabosci logiki pierwszego rzedu. By¢ moze, gdyby rzeczywiscie udalo
sie znalez¢ teorie opisujaca absolutne uniwersum, to nie byloby w nim
roznych ,dziwnych ., obiektow, ktére mogg zostaé skonstruowane w nie-
ktérych modelach dla ZFC. Do dyskusji na temat logiki pierwszego rzedu
powrécimy w punkcie 4.

7 samego faktu, ze w tej chwili brak zastosowan dla tego typu teorii
czy twierdzen, nie wynika oczywiscie, ze nie moze ich byé. Rozwazania
prowadzone w niniejszym paragrafie dotycza jednak wylacznie problemu
A i stanowia argument na rzecz odrzucenia tezy o istnieniu w tej chwili
praktycznych implikacji twierdzenia Gdédla.

(3). Z poruszanym w poprzednim akapicie problemem znaczenia
zdan niezaleznych dla fizyki wiaze si¢ problem zlozonoéci czy tez ,abs-
trakcyjnosci” technik matematyki stosowanej. ,,Abstrakcyjno$¢” rozu-
miana jest tu nie w sensie ,trudno$é¢ i komplikacja” — nikt nie neguje
faktu, ze np. teoria procesow stochastycznych, tak wazna w zastosowa-

M Przestrzenn C[0,1] to przestrzen funkcji ciaglych okreélonych na odcinku [0,1],
o warto$ciach w zbiorze liczb rzeczywistych. Rozmaitosci to przestrzenie topologiczne
lokalnie ,,podobne” do naszej przestrzeni euklidesowe;j.
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niach, jest trudna i postuguje sie bardzo zaawansowanymi technikami.
Chodzi tutaj o nieco inne rozumienie tego pojecia — jako o site ak-
sjomatéw teoriomnogoséciowych niezbednych dla rozwijania danej teorii.
(W jakim$ sensie chodzi tu o problem, ,jak blisko” abstrakcyjnej teo-
rii mnogosci musimy sie znalezé, aby uprawia¢ matematyke). Juz Hil-
bert i Bernays w [1934] zauwazyli, ze dla rozwijania i uprawiania mate-
matyki klasycznej nie musimy odwolywac si¢ do pelnej teorii mnogosci
— wystarczy tu arytmetyka drugiego rzedu Zs. (Gwoli $cistoscei nalezy
dodaé, ze trudno jest dokladnie sprecyzowaé pojecie ,matematyka kla-
syczna”, dlatego stwierdzenie Hilberta i Bernaysa dotyczylo ,znacznych
fragmentéw matematyki klasycznej”, w szczegdlnodcei analizy). Oczywi-
Scie matematyka klasyczna w czasach Hilberta jest czym innym niz ma-
tematyka wystepujaca obecnie w zastosowaniach. Jednak prawda jest,
ze znaczne fragmenty matematyki ,zwyklej”'® mozna rozwijaé¢ w pod-
systemach Zs, a wiec bez odwolywania si¢ do pelnego ZFC. Badaniem
tych zagadnien zajmuje sie tzw. ,matematyka odwrotna”, zainicjowana
przez Friedmana w roku 1974. (Czytelnika odsylamy do prac [Muraw-
ski 1993], [Simpson 1984], [Simpson 1987], [Simpson 1988], [Wéjtowicz
1997]). Jak na razie, program matematyki odwrotnej nie pozwolil na zbyt
daleko idaca klasyfikacje twierdzen matematyki zwyklej, ale wiemy juz,
ze w pewnych podsystemach Z; mozna sformulowaé i udowodnié szereg
waznych w zastosowaniach twierdzen, jak twierdzenie Arzeli-Ascoliego,
twierdzenie Cauchy’ego—Peano o istnieniu rozwiazania réwnania réznicz-
kowego, twierdzenie Hahna—Banacha, twierdzenie Baire’a i wiele innych.
Moze to sugerowaé, ze dla uprawiania matematyki waznej dla zastoso-
wan mozemy ograniczy¢ sie do stosunkowo stabych teorii, nie korzysta-
jac z pelnej mocy ZFC. Dzieki temu zjawiska niezaleznosci dotyczace
ZFC stracg na znaczeniu; dla rozwiazania pojawiajacych sie ewentual-
nie w naszych stabych teoriach niezaleznosci bedziemy mogli odwotaé
sie do ,teorii-wyroczni”, jaka bedzie teoria mnogosci. Schemat bytby

15Pojawia sie pytanie, co to znaczy ,zwykta matematyka”. Simpson, jeden ze wspét-
twércow programu matematyki odwrotnej, odpowiada na to pytanie w sposéb naste-
pujacy: ,moéwiac ogdlnie, przez zwykla matematyke rozumiemy bedaca w gtéwnym
nurcie badai matematycznych matematyke nie-teoriomnogosciowa, tj. matematyke,
z jaka mieliSmy do czynienia, zanim zabrali sie za jej uprawianie specjalisci od abs-
trakcyjnej teorii mnogosci. (Lub raczej: matematyke taka, jaka bylaby, gdyby nie
zabrali si¢ do niej specjali$ci od abstrakcyjnej teorii mnogosci.) Zwykta matematyka
obejmuje zatem geometrig, teorie liczb, rachunek rézniczkowy i catkowy, réwnania
rézniczkowe, analize rzeczywista i zespolona, przeliczalng algebre, topologie zupet-
nych osrodkowych przestrzeni metrycznych, logike matematyczng i teorie obliczen.
Nie obejmuje ona abstrakcyjnej teorii mnogosci, abstrakcyjnej analizy funkcjonalnej,
topologii ogélnej i algebry nieprzeliczalnej”. [Simpson 1984, 783].
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zatem taki: dla zastosowan wazne sa teorie T, T, T” etc. Jezeli nawet
wystepuja w nich niezaleznoéci, to odwolujemy sie do ,teorii wyroczni”,
jaka jest np. ZFC. Niezaleznosci od ZFC nas juz nie interesuja, o ile nie
maja odbicia w teoriach T, T’, T” etc. Podobnie jak rozwazania pro-
wadzone w poprzednim akapicie te argumenty nie sa konkluzywne, gdyz
oczywiscie nie wykluczaja potencjalnej mozliwoéci pojawienia sie zdan
niezaleznych od teorii mnogoéci w fizyce'S. Stanowia jedynie argument
na rzecz tezy, ze bariera poznawcza wynikajaca z istnienia zdan nieza-
leznych (a wige z twierdzenia Godla) jak na razie nie data o sobie znad.

W nastepnych paragrafach koncentrowaé¢ bedziemy sie wokét pro-
blemu B.

(4). Za podstawowa dla matematyki teorie uwaza sie powszechnie
teorie mnogosci ZFC. Cala matematyka moze by¢ zrekonstruowana w je-
zyku teorii mnogoéci, i panuje zgoda co do tego, ze w prowadzonych
badaniach nie siega sie po zalozenia wykraczajace poza aksjomaty ZFC
(jezeli takie zalozenia sa uzywane, to zawsze jest to wyrazZnie zaznaczone;
wyniki takie maja raczej charakter metamatematyczny niz czysto ma-
tematyczny, choé¢ oczywiscie granica jest ptynna). W tym sensie teoria
mnogosci ZFC jest naturalna ,teoria—wyrocznia”, do ktérej odwoluja sie
(prawie) wszystkie teorie matematyczne i w ktérej te teorie mozna zre-
konstruowaé. Jednak nie jest oczywiste, ze matematyka musi by¢ upra-
wiana i formalizowana w jezyku logiki pierwszego rzedu. Przypomnijmy,
ze twierdzenia Godla odnosza sie do systemow sformutowanych w takim
wlasnie jezyku; nie dotycza natomiast logiki drugiego rzedu. Dyskusja
na temat adekwatnosci logiki pierwszego rzedu do formalizowania mate-
matyki nie jest nowa — prowadzili jg juz Skolem, Zermelo i sam Godel.
W literaturze wspélczesnej zagadnienie to dyskutowane jest np. w [Bar-
wise 1985], [Shapiro 1985], [Shapiro 1991], [Tharp 1975]. Dwaj pierwsi
autorzy wypowiadaja sie przeciwko popularnej co najmniej od czaséw
Quine’a (a majacej niewatpliwy zwiazek ze sformulowanym przez niego
kryterium istnienia) ,tezie o logice pierwszego rzedu”, w my$l ktérej ta
wlagnie logika jest adekwatnym narzedziem dla formalizacji rozumowan
matematycznych. Wskazuja na bogactwo silniejszych logik i na ich na-
turalno$¢ z punktu widzenia praktyki matematycznej. Shapiro podaje
kilka argumentéw na rzecz tezy, ze wlasciwg logika dla prowadzenia ro-
zumowan matematycznych jest logika II-go rzedu'”. Barwise twierdzi

16Pewne wyniki w tym kierunku osiagnat np. da Costa z grupa wspélpracownikéw
(por. [da Costa Doria 1992]).

1TWéréd argumentéw przeciwko ,tezie o logice pierwszego rzedu” Shapiro wymienia
nieadekwatno$é takiej logiki dla formalizowania dyscyplin, gdzie mamy do czynienia
z 'modelem zamierzonym’. Wynika to z niemozliwoéci kategorycznego scharaktery-
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wrecz, ze w Swietle osiggnie¢ matematyki i logiki, zwlaszcza tzw. jabs-
trakcyjnej teorii modeli” ,nie ma powrotu do pogladu, ze logika to logika
pierwszego rzedu” ([Barwise 1985, 23])18. Wedlug Drake’a, matematyka
to w gruncie rzeczy to samo, co logika drugiego rzedu, jednak, aby ja
poznawaé, badamy jej przyblizenia w teoriach pierwszego rzedu ([Drake
1989, 12]). Przypomnijmy jeszcze raz w tym konteksécie uwage Scotta
dotyczaca absolutnego uniwersum i niemoznosci opisania go w logice
pierwszego rzedu. Barwise twierdzi, ze jesli myélimy o logice jak ,mate-
matyk z ulicy”, to kryterium doboru logiki jest mozliwo$¢ adekwatnego
opisu. ,Logika danego pojecia” jest logika najlepiej je opisujaca (w ide-
alnym przypadku — opisujaca je kategorycznie). Jezeli w ,logice danego
pojecia” nie ma zbioru regul generujacych zdania prawdziwe, oznacza
to, ze pojecie to jest zbyt zlozone, aby mozna bylo na jego temat prowa-
dzi¢ rozumowania w stylu, do jakiego jestesmy przyzwyczajeni ([Barwise
1985]). Jezeli zatem interesuje nas semantyczna charakteryzacja pew-
nych zjawisk, to logika drugiego rzedu jest bardziej adekwatna, jako ze
ma zdecydowanie wieksze mozliwosci wyrazeniowe niz logika pierwszego
rzedu (np. mozna w niej w sposéb kategoryczny scharakteryzowaé liczby
naturalne albo rzeczywiste). Z drugiej strony, jezeli przyjmiemy logike
drugiego rzedu za podstawowa, to musimy zaakceptowaé fakt, ze istniejag
prawdy logiczne, ktoérych nie bedziemy w stanie udowodnié¢ w zadnym
sensownym systemie dowodzenia. Jezeli zatem uznamy, ze logika po-
winna zajmowac sie dowodami i ich kodyfikacja, to logika drugiego rzedu
nie moze by¢ tak naprawde uznana za ,prawomocna”’ logike. Dyskusja
ta nie jest rozstrzygnieta, widzimy jednak, ze przyjecie ,tezy o logice
pierwszego rzedu” (ktére jest warunkiem koniecznym bezposredniego
zastosowania twierdzenia Godla do wywnioskowania tezy o zasadniczej
ograniczono$ci naszego poznania) nie jest wcale oczywiste.

(5). Zauwazmy najpierw, ze jezeli jaka$ hipoteza fizyczna nie jest
rozstrzygalna w dostepnym nam formalizmie matematycznym (na przy-
ktad, choé jest to wysoce nieprawdopodobne, istnienie jakiej$ czastki
okazaloby sie by¢ réwnowazne CH), ale jest rozstrzygalna na drodze do-
Swiadczalnej, to nie mozemy méwié¢ o tym, ze twierdzenie Godla spowo-
dowalo istnienie jakiejkolwiek bariery poznawczej. Podobnie, jezeli jakis
wniosek z danej teorii matematycznej jest sprzeczny z do$wiadczeniem,
oznacza to, ze teoria ta nie stanowi adekwatnego narzedzia dla opisu
rzeczywistoéci. (Na przyklad arytmetyka PA jest dobrym narzedziem

zowania opisywanych struktur i niemozliwosci zdefiniowania waznych pojeé, jak np.
skonczonos¢.

18Tzw. ’abstrakcyjnej teorii modeli’ i innym niz logika pierwszego rzedu logikom
poswiecona jest monografia [Barwise Feferman 1985].
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dla opisywania dodawania do siebie koszy z jabtkami, natomiast teoria
ciala Z,'? nie jest, bo przeciez jablka nie znikaja po osiagnigciu pewnej
liczby). W takiej sytuacji nalezy te teorie odrzucié, badZ zmodyfikowaé
(ostabié, odrzucié¢ pewne aksjomaty, przyjaé inne etc.). Zauwazmy, ze
zawsze wybér konkretnej teorii matematycznej, stuzacej nam jako in-
strumentarium dla naszej teorii rzeczywistosci jest do pewnego stopnia
arbitralny. Moze si¢ zdarzy¢, ze na jakie$ pytanie nie umiemy odpowie-
dzie¢ na drodze czysto dedukcyjnych rozwazan, gdyz jest ono niezalezne
od uzywanej przez nas teorii matematycznej. Jednak latwo wskazemy
szereg teorii silniejszych, w ktérych to konkretne pytanie jest juz roz-
strzygalne. W skrajnym wypadku moglibySmy po prostu przyjaé¢ pewna
ogblng dyrektywe postaci: ,jesli pojawi sie jakies zdanie niezalezne nie-
rozstrzygalne na drodze do$wiadczenia, to odpowiedz TAK i dotacz to
zdanie do swojej teorii. Uzyskana w ten sposéb teoria Swiata bedzie na
pewno niesprzeczna z do$wiadczeniem”. Trudno jednak uznaé to za roz-
wiazanie problemu i za rzetelna zasade metodologiczng. Dlaczego jednak
przyjeliSmy staba teorie, w ktorej szereg pytan jest nierozstrzygalnych?

Pojawia sie tu zatem problem Zrddel i uzasadnienia naszej wiedzy ma-
tematycznej. Uzywamy ZFC, a nie ZFC+CH, albo ZFC+V=L?? choé¢
przeciez mozna byloby tak zrobi¢. Musimy zatem zdaé¢ sprawe z tego
stanu rzeczy. Dlaczego nie mozna po prostu przyjac jakiejs bardzo silnej
teorii 1 w niej uprawia¢ matematyke? Czy fakt, ze matematyka ma taka
a nie inna postaé, jest jedynie przypadkiem historycznym? By¢é moze,
gdyby ,ojcowie zalozyciele” wspolczesnej matematyki mieli inne intu-
icje, albo pracowali nad innymi zagadnieniami, to obecnie za oczywisty
uznaliby$my aksjomat konstruowalnoéci, zas na tych, ktérzy podwazaja
zasadno$¢ uznania V=L za prawomocny aksjomat teorii mnogosci, pa-
trzyliby$my zapewne jak na matematykéw ze szkoly intuicjonistycznej —
to co robia jest ciekawe, ale ,prawdziwa” matematyka jest inna (por. dys-
kusje na temat aksjomatu konstruowalnosci w [Maddy 1993]). Zwréémy
uwage na fakt, ze stan obecny bylby takze oceniony jako wysoce przypad-
kowy i pozbawiony uzasadnienia przez kogo$, kto nigdy nie przyjat np.
pewnika wyboru, albo aksjomatu nieskonczonosci i wypracowal techniki
matematyczne jedynie w stabych teoriach. Dla kogo$ takiego przyjecie

19Nie wnikajac w szczegdly techniczne, cialo Z, sktada si¢ z liczb naturalnych
0,1..p—1 z dzialaniami modulo p. Oznacza to w szegélnosci, ze (p—1)41=0, inaczej
niz w ,zwyklym” ciele liczb rzeczywistych.

20Przez V=L oznaczamy tak zwany aksjomat konstruowalnosci. Nie wnikajac
w szczegoly, méwi on tyle, ze kazdy zbiér da si¢ ,skonstruowac” ze zbioréw prostszych
przy pomocy odpowiedniej formuly pierwszego rzedu. Zainteresowanego czytelnika
odsytamy np. do monografii [Kunen 1980].
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pewnika wyboru czy aksjomatu nieskonczono$ci nositoby znamiona nie-
dopuszczalnej arbitralnosci. Mozemy zatem postawi¢ pytanie, czy fakt,
ze nie jestedmy w sytuacji kogos takiego, wynika jedynie z uwarunkowan
historycznych, czy z glebszych przyczyn, np. z tego, ze istnieje $wiat
obiektow abstrakcyjnych, ma on zwigzki z naszym Swiatem fizycznym
i jest on dobrze opisany przez ZFC. Tu wkraczamy na teren dyskusji
o uzasadnianiu teorii matematycznych. Przypomnijmy w tym kontek-
Scie poglad Maddy’ego, ze aksjomaty ZFC nie maja uprzywilejowanego
statusu epistemologicznego, a fakt, ze taki status im przypisujemy jest
jedynie przypadkiem historycznym (por. [Maddy 1988])2!. Nawet jesli
taki poglad uznamy za zbyt daleko idacy, to musimy si¢ zastanowic¢, czy
gdyby historyczny rozwoj matematyki przebiegal inaczej, to czy nasza
(niezweryfikowana empirycznie) wiedza na temat loséw Wszechdwiata za
1000000000 lat nie bytaby inna? Czy w ogdéle mozliwa jest inna matema-
tyka (i przede wszytskim co to naprawde znaczy) to odrebne zagadnienie.
Przypomnijmy moze w tym kontekscie poglad Gédla. Jako realista twier-
dzit on, ze teoria mnogosci opisuje pewna pozazmystowa rzeczywistosé¢ —
rzeczywistos¢é zbioréw, za$ narzedziem poznawczym jest intuicja mate-
matyczna. Nie wnikajac w analizy jego koncepcji, przytoczmy czesto cy-
towane zdanie ze ,aksjomaty narzucajq sie nam jako prawdziwe” ([Godel
1947/64,271)), czyli ze wlasnie ZFC jest ta wlasciwa teoria opisujaca rze-
czywisto$¢é matematyczng, choé¢ oczywidcie w sposob niedoskonaly, czego
wyrazem jest istnienie zdan niezaleznych. Oczywisécie koncepcja Godla
wywotala fale krytyki, przede wszystkim ze strony zwolennikéw kauzal-
nej teorii wiedzy (por. np. [Benacerraf 1973], [Chihara 1982]). W mysl
koncepcji Godla musielibysSmy zatem zgodzi¢ sie z teza, ze fakt, ze mamy
taka a nie inng matematyke, nie jest jedynie przypadkiem historycznym,
ale raczej ,dziejowa koniecznoscia”, wynikajaca z samej struktury rze-
czywistosci matematycznej i naszej zdolnoéci jej postrzegania. To jednak
oparte jest na silnych zalozeniach metafizycznych i epistemologicznych.

WNIOSKI: Twierdzenie Gédla jest czesto naduzywane w filozoficz-
nych sporach. W naszym artykule ograniczylismy sie do dyskusji na te-
mat barier poznawczych, nie podejmujac problemu ,umyst-maszyna?”,
do ktérego twierdzenie Godla tez sie probuje stosowac¢. Wyrdznilismy
kilka argumentow przeciwko tezie o ustanawianiu przez twierdzenia
Godla zasadniczych barier poznawczych:

1. Niezaleznos$ci w matematyce miewaja rozny status. Czym innym
jest niezalezno$é¢ od arytmetyki Peano (lub jej slabych podsysteméw),

21Duza rolg procesom historycznym przypisuje Kitcher (por. [Kitcher 1983]).
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a czym innym niezaleznosé od teorii mnogoéci ZFC. Jedynie ten drugi
przypadek moze by¢ interesujacy w kontekscie tej dyskus;ji.

2. W matematyce stosowanej nie potrafimy (jak na razie) wskazaé
konkretnych przykltadéw zdan niezaleznych, ktére mialyby wplyw na
nasza wiedze dotyczaca rzeczywistosci.

3. Duza cze$¢ matematyki klasycznej (w tym waznych dla zastosowan
dzialéw) mozna rozwija¢ w slabych podsystemach ZFC, jakimi sa np.
arytmetyka drugiego rzedu Z5 i jej podsystemy. Pojawiajace sie tam
niezaleznosci mozemy (byé¢ moze) rozstrzygnaé¢ przez odwolanie sie do
Lteorii-wyroczni”, jaka jest ZFC.

4. Nie jest oczywiste, ze interesujace teorie musza by¢ formulowane
w jezykach pierwszego rzedu. Nie ma powodu sadzi¢, ze nie jest mozliwe
formulowanie ciekawych teorii w jezykach, do ktérych twierdzenia Godla
nie maja bezposredniego zastosowania.

5. Fakt, ze uzywamy takiej a nie innej matematyki (w szczegdlnosci
teorii, do ktérych stosuje sie twierdzenie Godla), wymaga wyjasnienia.

6. Sam fakt, ze jakie$ zdanie jest niezalezne od uzywanego forma-
lizmu matematycznego, nie oznacza, ze automatycznie pojawia si¢ tu
jakas ,bariera poznawcza”. Zdanie to moze by¢ rozstrzygalne na drodze
doswiadczalne;j.

7. O niemozliwosci metafizyki: prawda jest, ze dla kazdej teorii meta-
fizycznej sformulowanej w rachunku predykatéw pierwszego rzedu beda
istnialy zdania w jezyku tej teorii nierozstrzygalne w tej teorii. Czy jed-
nak metafizyka musi by¢ formutowana w takim wlasnie jezyku? Czy te
zdania niezalezne bylyby istotne? Przypomnijmy tutaj, ze sam Godel
interesowal sie metafizyka (a takze teologia) i byl, jak to nazywa Wang,
Jracjonalistycznym optymista” ([Wang 1987]). Czyzby przeoczyl oczy-
wisty (jak twierdza niektérzy) wniosek ze swojego twierdzenia, ze dzia-
talno$c¢ ta jest z gory skazana na niepowodzenie?
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