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PARADOKSALNY ROZKtAD KULI

W roku 1924 w czasopi$mie naukowym Fundamenta Matematicae
dwaj polscy matematycy Stefan Banach' i Alfred Tarski? opublikowali
tzw. twierdzenie o paradoksalnym rozkladzie kuli.> Zadziwiajaca teza
twierdzenia jest konsekwencja jednego z aksjomatow teorii mnogosci.

Banach z Tarskim zajmowali si¢ problemem réwnowaznosci zbiorow
przez rozklad skoniczony. W przestrzeni R™(n = 1,2) dwa zbiory A, B sa
rownowazne przez rozklad skonczony jezeli obydwa mozna podzieli¢ na
identyczng, skonczong liczbe zbioréw Ay, ..., Ag, By, ..., By takich, ze:

(i) A=A U...UA,, B=DB;U..UBy,

(i) dlalﬁjAzﬂA] :sziﬁBj,

(iii) kawalki A; i B; sa przystajace.*

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy $rodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wiec pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odregbng numeracje stron.

IStefan Banach (1892-1945), matematyk-samouk. Nigdy nie ukoficzyt studiéw
matematycznych. Od 1924 r. profesor Uniwersytetu we Lwowie. Wspoélzatozyciel cza-
sopisma Studia Mathematica. W okresie migdzywojennym twérca Lwowskiej Szkoty
Matematycznej (S. Mazur, H. Steinhaus, W. Orlicz), ktéra razem ze Szkola Warszaw-
ska (W. Sierpinski, S. Mazurkiewicz, K. Kuratowski) wydzwigneta polska matematyke
na czolowe miejsce w $wiecie. Wspéttwoérca analizy funkcjonalnej (wprowadzit m.in.
fundamentalne pojecie przestrzeni zwanej potem przestrzeniag Banacha). Osiagnigcia
w wielu dzialach matematyki: topologii, teorii miary, teorii funkcji rzeczywistych.
Jeden z najwickszych matematykéw tego okresu.

2 Alfred Tarski (1902-1983), logik, filozof, matematyk. Od 1946 r. profesor na Uni-
wersytecie w Berkeley. Badania swoje koncentrowal nad podstawami teorii mnogoséci
(liczby nieosiagalne, zagadnienia zwiazane z pewnikiem wyboru i hipotezg continuum)
oraz metodologii nauk dedukcyjnych (semantyczna teoria prawdy, teoria modeli).
Wyniki jego prac wywarly wplyw na rozwdj neopozytywizmu i tzw. filozofii seman-
tycznej. Wspdttworca Warszawskiej Szkoty Logicznej. Wazne osiagniecia w réznych
dzialach matematyki m.in. w analizie funkcjonalnej.

3Sur la decomposition des ensembles de points en partiens respectivement con-
gruentes, FM 6, 1924, s. 244-277. Twierdzenie to nazywane jest czasem teorematem
Banacha — Tarskiego.

4Istnieje miedzy nimi przeksztalcenie zachowujace odlegtosé punktéw (przesu-
nigcie, obrdt, symetria). Zbiory przystajace, na plaszczyznie maja réwne pola po-
wierzchni, w przestrzeni R3 réwne objetosci.
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Okazuje sie (co udowodnili Banach i Tarski), ze dla zbioréw w prze-
strzeni R? wlasno$é ta jest powszechnie obowiazujaca regula — kazde
dwa zbiory ograniczone w R? sg réwnowazne przez rozklad skoficzony.
Kule o danym promieniu mozemy pociaé¢ na skonczong liczbe kawatkéw
i z tych kawatkéw utworzy¢ kule o promieniu dwa razy wiekszym. Musi
by¢ przy tym spelniony jeden warunek: kawalki, na ktére dzielimy kule,
musza by¢ niemierzalne (bez objetosci). Ze zbiorami nie posiadajacymi
objetosci matematycy spotykaja sie w teorii miary.

Pojecie miary jest matematycznym uogodlnieniem i rozszerzeniem
intuicyjnych pojeé dlugosci (miara l-wymiarowa), pola (miara 2-
wymiarowa) i objetosci (miara 3—wymiarowa) znanych z geometrii ele-
mentarnej. Objeto$¢ jest to liczba z przedzialu [0, +o0], ktéra przypo-
rzadkowujemy zbiorowi punktéw w R3. Przyporzadkowanie to okreglone
jest funkcja, tzw. miara, ktora jest okreslona na pewnej rodzinie X zbio-
ré6w w R3. Zwykle zapisujemy p: X — [0, +00]. Miara spelnia naturalne
aksjomaty:

(1) miara zbioru pustego jest réwna zero,

(2) miara skoficzonej sumy zbioréw rozlacznych réwna jest sumie
miar poszczegblnych zbioréw,

(3) jezeli dodatkowo miary dwoch zbioréw przystajacych sa réwne,
to miare taka nazywamy niezmienniczg ze wzgledu na przystawanie.

Zbiory nalezace do rodziny X, na ktorej okreslona jest miara, nazy-
wamy zbiorami mierzalnymi. Matematycy sformulowali osobliwe pyta-
nie: czy istnieje miara p okre$lona na rodzinie wszystkich podzbioréw
przestrzeni R3? (czy wszystkie zbiory w przestrzeni R?® posiadaja ob-
jetodé?). T otrzymali zaskakujacy wynik: miara taka nie istnieje — ist-
nieja w R3 zbiory punktéw nie posiadajace takiej wlasnosci jak objetosé,
a mianowicie zbiory niemierzalne (nie nalezy ich mylié¢ ze zbiorami, kté-
rych objeto$é jest réwna zeru, np. punkt, figura ptaska). Zbiory niemie-
rzalne potrafimy formalnie konstruowaé®, mimo ze nie jeste$émy w stanie
ich sobie wyobrazi¢. W kazdej takiej konstrukcji, wykorzystywany jest
jeden z aksjomatéw cantorowskiej teorii mnogosci, tzw. pewnik wyboru
(sformulowany przez Ernsta Zermelo w 1904 r.).

Pewnik ten méwi, ze majac dowolna rodzine zbioréw roztacznych,
mozemy z kazdego zbioru rodziny wybra¢ po jednym elemencie i w ten
spos6b utworzy¢ nowy zbiér. Pewnik wyboru jest intuicyjnie oczywi-
sty. Pewne jego konsekwencje sa jednak trudne do zaakceptowania (np.

5Przyklad konstrukcji zbioru niemierzalnego wzgledem tzw. miary niezmienni-
czej na przesuniecia w: A. Birhole, Analiza matematyczna—Funkcje wielu zmiennych,
PWN 1986, s. 260.
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teoremat Banacha—Tarskiego). W zwiazku z tym wielu matematykow
zwiazanych z nurtem intuicjonizmu (konstruktywizmu) L.E.J Brouwera
odrzucato go (Herman Weyl). Intuicjonizm glosit bowiem, ze budujac
wszelkie teorie matematyczne nalezy opierac sie na podstawowej intuicji,
jaka stanowig liczby naturalne. Obiekty i tezy matematyczne niereduko-
walne w skoniczenie wielu krokach do pierwotnej intuicji liczb naturalnych
konstruktywiéci odrzucali.®

Podejrzewano tez, ze pewnik wyboru moze byé sprzeczny z pozosta-
lymi aksjomatami teorii mnogoéci. Problem byl bardzo powazny, gdyz
teoria ta lezy u podstaw wielu dzialéw matematyki. Dopiero w 1940 r.
Kurt Godel pokazal, ze jezeli aksjomatyka ograniczona (bez pewnika
wyboru) jest niesprzeczna, to réwniez aksjomatyka z dolaczonym pew-
nikiem wyboru (standardowa) jest niesprzeczna.” Catkowita niezaleznosé
pewnika wyboru wykazal w 1963 r. Joseph P.Cohen.? Obecnie pewnik
wyboru jest powszechnie stosowany w matematyce. Dowody, w ktorych
interweniuje, nazywane sa jednak nieefektywnymi. Przykladem moze by¢
dowdd twierdzenia Zermelo (dla kazdego zbioru istnieje relacja, ktéra
dobrze go porzadkuje). Dowdd tego twierdzenia potrafimy przeprowa-
dzié¢, wykorzystujac pewnik wyboru. Nie podaje on jednak algorytmu,
jak taki porzadek skonstruowaé. W szczegdlnoéci nikomu nie udalo sie
jeszcze dobrze uporzadkowadé zbioru liczb rzeczywistych.

Podsumujmy nasze kroétkie rozwazania. Widzimy, ze w przypadku
pewnika wyboru nasuwa si¢ konkluzja analogiczna do tej, na ktora wska-
zal paradoks zbioréw? wykryty w teorii mnogoéci przez Bertranda Rus-

SIntuicjonisci przyjmowali tylko tzw. konstruktywne dowody istnienia — zaczyna-
jace sie od intuicji liczb naturalnych. Dlatego odrzucali wiele rezultatéw matematyki
klasycznej.

K. Godel, The consistency of the aziom of choice and of the generalized conti-
nuum hypothesis with the axiom of set—theory, Annales of Mathematics Studies 3,
Princeton 1940.

8Pokazal on takze niezalezno$é sformutowanej przez Cantora tzw. hipotezy con-
tinuum (nie istnieje na odcinku zbiér nieskonczony, ktéry nie jest réwnoliczny ani
z calym odcinkiem, ani ze zbiorem liczb naturalnych), ktéra moze byé przyjeta w ak-
sjomatyce zamiast pewnika wyboru. Zob. P.J. Cohen, The independence of the conti-
nuum hipothesis, ,Proceedings of the National Academy of Sciences of the USA”, 50
(1963), s. 1143-1148, 51 (1964), s. 105-110. Na temat hipotezy continuum zob. Philip
J. Davis, R. Hersh, Swiat matematyki, PWN 1994, s. 196-208. Za swoje osiagniecia
Cohen otrzymal medal Fieldsa.

9H. Rasiowa, Wstep do matematyks wspélczesnej, seria Biblioteka Matematyczna,
tom 30, s. 28-29: "Rozpatrzmy zbidr Z zlozony z wszystkich takich zbioréw, ktére
nie sg swoimi wlasnymi elementami (np. zbiér matematykéw nie jest matematykiem,
natomiast zbiér wszystkich rzeczy o ktérych mozna pomysleé, jest swoim elementem
— M.S.). Dowolny zbiér A jest wigc elementem zbioru Z wtedy i tylko wtedy, gdy
A nie jest elementem A. Pojecie zbioru Z prowadzi do sprzecznosci. Zapytajmy bo-
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sella.'® Intuicyjnie poprawny pewnik wyboru dopuszcza istnienie zbio-
réw niemierzalnych, co prowadzi do stwierdzen sprzecznych z intuicja
(teoremat Banacha—Tarskiego). Chcac jednak wyeliminowaé z matema-
tyki takie tezy, musieliby$my odrzuci¢ pewnik wyboru. Przychodzi na
mysl oczywisty wniosek. Wiedzy intuicyjnej w matematyce dowierzaé nie
nalezy. Tylko umys! uwolniony od ograniczen zwiazanych z rozumowa-
niem intuicyjnym, nie narazony na spotkanie intelektualnych putapek—
antynomii, moze bezpiecznie poruszaé¢ sie wéréd matematycznych abs-
trakeji.

wiem, czy Z jest elementem zbioru Z. Jedli jest, to z definicji zbioru Z wynika, ze
Z nie jest swoim elementem, czyli Z nie jest elementem zbioru Z. Jesli zas Z nie jest
swoim wlasnym elementem, to z definicji

zbioru Z wynika, ze Z jest elementem zbioru Z. Otrzymali$émy sprzecznosé. Anty-
nomia Russella data sie skonstruowaé tylko dlatego, ze operowano tu intuicyjnym,
niesprecyzowanym pojeciem zbioru.” (antynomia ta przyczynila si¢ do gruntownej
przebudowy i uécislenia teorii mnogosci).

10B.Russell, The Principles of Mathematics, Cambridge University Press, Cam-
bridge 1903.



