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We wspoélcezesnej filozofii matematyki dominuja w dalszym ciagu trzy kie-
runki klasyczne, powstate pod koniec XIX wieku i w pierwszych trzydziestu
latach XX w.: wiazany z platonizmem logicyzm, intuicjonizm i formalizm.
Od lat szescdziesiatych naszego wieku zaczely pojawiaé sie alternatywne
teorie, ktérych tworcy starali sie uwzglednia¢ w szerszym zakresie role pod-
miotu poznajacego — konkretnego matematyka. Jedng z pierwszych byla
koncepcja dowodow i kontrprzyktadéw Imre Lakatosa, powstala pod wply-
wem filozofii Karla Poppera. Zgodnie z nig matematyka jest omylna, a nie
pewna, podobnie jak nauki przyrodnicze. Nie jest gromadzeniem niepodwa-
zalnie ustalonych twierdzen, ale cigglym ulepszaniem zgadywan metoda spe-
kulacji i kontrprzyktadow. Inny uczony Raymond L. Wilder zaproponowat
z kolei ujecie matematyki jako systemu kulturowego. Dla podparcia swoich
tez podal wiele przyktadéw z historii matematyki. Wskazal miedzy innymi
na zjawisko odkry¢ réwnoczesnych, $wiadczace, jego zdaniem, o istnieniu sit
kulturowych wymaczajacych problemy, ktére winny by¢ rozwiazane. Zbli-
zone do tego jest stanowisko Davida Bloora, proponujacego socjologiczne
wyjadnienie fenomenu nauk, a w szczegdlnoéci matematyki. W tym arty-
kule sprébujemy krotko przedstawié¢ i poddaé krytyce inng teorie — kon-
ceptualistyczng filozofie matematyki naszkicowana przez Lesliego Tharpa
na przelomie siedemdziesigtych i osiemdziesiatych lat naszego wieku.

Leslie H. Tharp urodzil sie w 1940 roku. Dziecinstwo i wczesng mto-
dos¢ spedzil na malej farmie w Pélnocnej Dakocie. Korespondencyjnie za-
liczyl kursy matematyki i innych nauk $cistych w zakresie szkoty Sredniej.
W 1958 roku rozpoczal studia w Massachusetts Institute of Technology,

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.
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ktére ukoronowal doktoratem uzyskanym w 1965 roku za prace Konstru-
owalno$é w niepredykatywnej teorii zbiorow. Nastepnie pracowal w MIT,
Rockefeller University i University of Illinois. Zmart nagle w 1981 roku. Za-
interesowania naukowe Tharpa ewoluowaly. Rozpoczal od badan z zakresu
teorii mnogosci, nastepnie zajmowal sie problemami dotyczacymi przedmio-
tow abstrakcyjnych i kwantyfikacji, rozwazal nature logiki, analizowal po-
jecia absolutnej dowodliwo$ci, nazywania, koniecznosci i apriorycznosci. Od
roku 1975 poswiecit sie pracy w dziedzinie filozofii matematyki. Zamierzal
opracowal szczegdltowo konceptualistyczna filozofie matematyki, ktéra wy-
jasnialaby obiektywno$é¢ matematyki bez postulowania nieskonczonej dzie-
dziny przedmiotéw matematycznych. Swoje poglady na matematyke na-
szkicowal w pracy Mit i matematyka, ktora ukonczyl wiosna 1976 roku.
Ciekaw reakcji, dal ja do przeczytania wielu filozofom. Nakloniony przez
ich uwagi i komentarze, postanowit wnie$¢ do niej poprawki i uzupetnie-
nia. Skutkiem tego praca rozrosta sie do takich rozmiaréw, ze zamierzal
ja opublikowaé¢ w trzech oddzielnych cze$ciach. Czesé 1 Mitu i matematyki
jest rozszerzonag i zmieniona wersja pierwotnej pracy. Prezentuje ona za-
sadnicze tezy jego konceptualistycznej filozofii matematyki. Jej ostateczna
posta¢ pochodzi z 1977 roku. W czedci II zajal sie rozwazaniem natury
poje¢ matematycznych i innych przedmiotow abstrakcyjnych oraz quasi—
empirycznych zrodel wiedzy. Pozostawiona wersja z roku 1980 zapewne nie
miala by¢ ostateczna, gdyz posiada wyraznie roboczy charakter, jest dosc¢
chaotyczna i w wielu miejscach niejasna. Z tego czasu pochodzi tez szkic
czesci 111, ktérej nie zdazylt juz napisaé. Czesé I Mitu i matematyki zostalta
opublikowana po raz pierwszy w 81 tomie czasopisma ,,Synthese” w 1989 r.,
tomie pamiatkowym, poswieconym Lesliemu Tharpowi. W tomie tym za-
mieszczono réowniez wprowadzajace, polemiczne artykuly Hao Wanga —
Tharp i logika konceptualistyczna i Charlesa S. Chihary — Tharpa ‘Mit
© matematyka’ oraz wczesniej nie drukowang prace Tharpa Trzy twierdze-
nia matematyki. Potowa czesci II Mitu 1 matematyki zostalta wydrukowana
w 88 tomie ,,Synthese” w 1991 roku. W tomie rym zaprezentowano teksty
referatow, jakie zostaly wygloszone w czasie sesji Nowe kierunki w filozo-
fii matematyki, ktora odbyla sie w lutym 1990 roku w Nowym Orleanie.
Zamieszczono w nim réwniez fragment pracy Tharpa, by zapoznaé z jego
pogladami szersze grono czytelnikéw i u$wiadomié, jak zagadnienia, kto-
rymi zajmowal sie ponad dziesigé lat temu, sa bliskie aktualnym dyskusjom
w filozofii matematyki.
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X ok Xk

We wstepie do czesci I Mitu ¢ matematyki Leslie Tharp wyraznie okre-
$la cel swojej pracy. Jest nim zaprezentowanie konceptualistycznej filozofii
matematyki — kontrpropozycji w stosunku do bardzo rozpowszechnionego
wsrod matematykow platonizmu, to znaczy pogladu, ze istnieje obiektywny,
idealny $wiat przedmiotéw matematycznych, do ktérego docieramy za po-
mocy intuicji. Filozofia ta ma uczyni¢ mniej tajemniczym posiadanie przez
nas wiedzy matematycznej. Istotne dla niej jest dostrzezenie podobienstw
pomiedzy matematyka i fikcja, mimo ze wydaja sie one zupelnie odmienne
— na pierwszy rzut oka uderza precyzja matematyki i nieokreslonos¢ fikcji.

Dla zilustrowania swoich pogladéw na fikcje Tharp proponuje rozwazy¢
nastepujaca krotka historie: ,jedynymi ludzmi w naszej historii sa Ger-
truda i Hamlet. Gertruda jest kréolowa, Hamlet jest ksieciem, a Gertruda
jest matkag Hamleta”. Z podanych warunkéw i znaczenia pojeé¢ ,ksiaze”,
ykrolowa”,  matka” wynikaja rozmaite konsekwencje prawdziwe w tej hi-
storii — na przyklad, ze zadni ksigzeta nie sa krélowymi, Gertruda i Hamlet
sg rozni, Hamlet nie jest matka Gertrudy. Do pierwszej z tych konsekwencji
dochodzimy nie uzywajac nawet podanych warunkéw, lecz opierajac sie je-
dynie na poczuciu naturalnego znaczenia poje¢ ,ksiaze”, ,krélowa”, tego, ze
ksiazeta sa mezczyznami, krolowe — kobietami, mezczyzni nie sa kobietami.
Tharp zauwaza, ze chociaz moze si¢ wydawad, iz w fikcji, inaczej niz w ma-
tematyce, dominuja warunki arbitralne, a wnioskowania sa przeprowadzane
bardziej lub mniej $wiadomie, to jesli uzyte pojecia sa wystarczajaco pre-
cyzyjne, to mimo ze warunki sa arbitralne, ich konsekwencje sa jednoznacz-
nie okreslone. W réznych historiach obowiazuja rézne prawdy, na przyktad
w naszej historii prawdziwe jest zdanie ,istnieje tylko jeden ksiaze”, choé
nie jest ono faktycznie prawdziwe. Jednakze pod prawdg w historii kryje
si¢ faktyczna prawda méwigca, ze w kazdym Swiecie, ktéry spelnia warunki
naszej historii, istnieje tylko jeden ksiaze.

Wedlug Tharpa w matematyce szczegblnie wazne sa pojecia o naturze
kombinatorycznej. Ich przyktady stanowia:

(1) x jest permutacja ciagu (Sokrates, Platon, Arystoteles),

(2) x jest wartoscia logiczng wyrazenia (P — Q)A (P — ~ @), gdy PiQ
przypisano wartoéci logiczne y i z,

(3) x jest wyliczeniem maszyny Turinga y przy danej wejéciowej z.
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Pojecia te sa absolutnie precyzyjne, odnosza si¢ do przedmiotéw dys-
kretnych, ktérymi operuje si¢ w $cidle okredlony sposéb. W analizie i in-
nych dzialach matematyki uzywa sie¢ analogonéw poje¢ kombinatorycz-
nych w dziedzinie nieskonczonej, zwanych przez Tharpa pojeciami quasi—
kombinatorycznymi. Dla pzyktadu rozwazmy funkcje przyporzadkowujace
kazdemu elementowi ciagu 1,2,3,...,n jaki$ element tego ciagu. Jest n™
takich funkcji i kazdg otrzymujemy przez n niezaleznych ustalen. Mozemy
przejé¢ do przypadku nieskonczonego i rozpatrywaé funkcje przypisujace
kazdej liczbie naturalnej liczbe naturalna. Mamy wtedy do czynienia z poje-
ciem quasi—kombinatorycznym. Zdaniem Tharpa, wspbélczesna matematyka
opiera sie w przewazajacej czedci na pojeciach o naturze kombinatoryczne;j.

Na przyktadzie arytmetyki liczb naturalnych Tharp usituje pokazaé, ze
pojecia matematyki wyrastaja z poje¢ potocznych. W tym celu przytacza
historyjke o Dawidzie bawiacym sie klockami. Jedne z nich sa opatrzone
znakiem Z, inne znakiem I. Dawid moze spinaé¢ klocki ze soba. Z—klocki
oraz obiekty zlozone z Z—klocka i nastepujacej po nim sekwencji I-klockow
nazywa sie¢ pociagami i nie rozwaza zadnych innych obiektow, jakie Dawid
moze zbudowaé. Posiada on jedynie niewielka skonczona liczbe klockdw.
Mozna jednak pominaé¢ Dawida, nie przyja¢ zadnych ograniczen na liczbe
klockéw i zatozyé¢, ze moga byé budowane pociagi dowolnej skoniczonej dtu-
gosci. W oparciu o historie o fikcyjnych pociagach okresla sie nastepujace
pojecia kombinatoryczne:

Tzx: x jest pociagiem (o dowolnej skonczonej dtugosci),
Zz: x jest Z—klockiem,

Sxy: y jest przystajacy do pociagu, ktéry powstaje przez dodanie I-klocka
do z,

Axyz: z jest przystajacy do pociagu, ktéry powstaje przez dodanie tylu
klockéw, ile ma y, do konca =,

Mzxyz: z jest przystajacy do pociagu, ktory powstaje przez wziecie Z—
klocka i dodanie do niego dla kazdego I-klocka y, tylu I-klockéw, ile
posiada x.

Pojecia T, Z, S, A, M okreslaja odpowiednio uniwersum, element zerowy, na-
stepnik, dodawanie, mnozenie. Zdaniem Tharpa, z pojeé tych wynikaja ak-
sjomaty arytmetyki Peano, narzucajac si¢ jako prawdziwe. I tak naturalna
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konsekwencja zatozenia, ze mozna budowaé¢ dowolnie dlugie pociagi jest ak-
sjomat Va Jy Szy. Musi sie réwniez przyjaé aksjomat Vy(Zy — Vo ~ Sxy),
gdyz jesli doda sie¢ I-klocek do dowolnego pociggu, to nie otrzyma sie
Z—pociagu. Pozostate aksjomaty arytmetyki Peano wynikaja réwnie jasno
z przyjetych pojeé. Tharp konkluduje, ze w rym przypadku nie trzeba od-
wolywaé sie do intuicji zadnych tajemniczych obiektéw matematycznych,
gdyz znane z zycia, potoczne pojecia zmuszaja nas do zaakceptowania ak-
sjomatéw arytmetyki.

Podobnie jest w przypadku analizy (teorii liczb i zbioréw liczb). Do pojeé
arytmetycznych sa w niej dodane nowe pojecia: ,x jest zbiorem pociagéw”
i, € y”. Pojecie zbioru jest naturalng ekstrapolacja pojecia ,z jest stosem
przedmiotéw (okreslonego rodzaju)”, a & € y” — pojecia przedmiotu z ulo-
kowanego w stosie y. Uniwersum analizy jest okreslone przez pojecie ,x jest
pociagiem lub z jest stosem pociagéw”. Dla dowolnego pojecia Fx zdefinio-
wanego dla pociagéw jesteSmy zmuszeni zaakceptowaé aksjomat ,istnieje
zbiér zawierajacy dokladnie te pociagi x, dla ktérych zachodzi ®z”. Tak
samo jest z pozostalymi aksjomatami teorii mnogosci Zermelo—Fraenkla.

Kilka uwag poswiecit Tharp geometrii, ktorej pojecia nie sg tak jasne
jak pojecia arytmetyki. W przypadku niesformalizowanej geometrii, ktora
doprowadzita do aksjomatyzacji Euklidesa, winniSmy wyobrazi¢ sobie przez
analogie do Dawida bawiacego sie klockami w przypadku arytmetyki, Da-
wida bawiacego sie prostymi pretami i linkami. Pojecie prostego pretu nie
jest tak jasne jak pojecie pociagu, pojecie ,x jest proste” odwotuje sie do
zlozonego fizycznego zjawiska, a kryteria bycia prostym sg mgliste. Geo-
metria powstala jako opis zjawisk fizycznych i mozna ja uwazaé za nauke
fizykalng — teori¢ drég promieni $wietlnych. Odkrycia fizyki moga prowa-
dzi¢ do wysubtelnienia pojeé¢ pierwotnych geometrii i obalenia niektérych jej
prawd, jak bylo z twierdzeniem, ze suma katéw trdjkata wynosi 180. Mozna
tez odseparowaé geometrie od zjawisk fizycznych i traktowaé ja wylacz-
nie jako strukture abstrakcyjna. Jesli postulat o réwnolegltych jest zgodny
z czyjas intuicja, to mozna go przyjacé i uzyska si¢ spéjna teorie¢ — geome-
trie Euklidesa. Nie jestedmy jednak zmuszeni do zaakceptowania postulatu
o réwnolegtych w oparciu o intuicyjne pojecia geometrii, tak jak jesteSmy
zmuszeni do zaakceptowania aksjomatéw arytmetyki. Zostato to juz dostrze-
zone w starozytnosci. Obecnie wiadomo, ze z naturalna intuicja moga by¢
zgodne rézne teorie — zaréwno geometria euklidesowa, jak i geometrie nie-
euklidesowe. Tharp wskazuje, ze przyklad geometrii uéwiadamia, iz nie we
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wszystkich teoriach matematycznych aksjomaty wynikaja w tak oczywisty
sposéb z pojeé, jak w przypadku arytmetyki.

W czeéci I Mitu ¢ matematyki Leslie Tharp broni pogladu, ze wiedza
matematyczna pochodzi z wywnioskowywania aksjomatéw z pewnych pojeé
i zastosowania logiki do dedukowania konsekwencji aksjomatow. Zdecydo-
wanie przeciwstawia sie platonizmowi i sadzi, ze wiedza matematyczna nie
moze pochodzi¢ z odniesienia do indywidualnych przedmiotéw, bo gdyby
nawet istniata odpowiednia dziedzina przedmiotéw, to nie mogliby$my po-
siada¢ wiedzy o kazdym indywiduum przy swoich ograniczonych zdolno-
Sciach. Na przyktad standardowe aksjomaty arytmetyki Peano nie zostaly
wyprowadzone indukcyjnie czy tez za pomocg innej procedury empiryczne;j
metodologii. Aby poznaé twierdzenia o liczbach naturalnych, wystarczy opa-
nowa¢ kilka podstawowych pojeé, wywnioskowaé aksjomaty i przeprowadzié
odpowiednie dedukcje. Niepotrzebna jest specjalna wiedza o kazdej liczbie
czy tez ogdlna teoria bytu matematycznego. Pojecia sg ujmowane dzieki
rozumieniu pewnych kryteriéw (,jest Z—blokiem”, | jest przystajace do”),
ktore moga by¢ stosowane i sprawzone w konkretnych przypadkach i jasne
dla przypadkéw, ktore nie powstang oraz dla przypadkdéw, ktore nie moga
powstacé ze wzgledu na fizyczna niemozliwosé. Tharp podkresla, ze jego po-
glad na matematyke nie jest formalizmem, gdyz pojecia matematyczne sa
interpretowalne, a niektére z nich posiadaja realne istnienie. Uprawiajac
matematyke dzialamy pod pewnym przymusem. Nasze wybory pojeé nie sa
zatem zupelnie dowolne, a kiedy wybierzemy juz poczatkowe pojecia, nie
mamy kontroli nad konsekwencjami. Ograniczenia wyboru poje¢ i niekon-
trolowane jego konsekwencje wskazujg na obiektywno$¢ matematyki.

W czesci I Mitu i matematyki Tharp znacznie modyfikuje swoje poglady
na sposéb ksztaltowania si¢ wiedzy matematycznej, w szczegélnosci aksjo-
matyzacji teorii niesformalizowanych. Zauwaza, ze w wielu teoriach matema-
tycznych aksjomaty sa w istocie definicjami implicite podstawowych dla tych
teorii poje¢. Na przyklad aksjomat arytmetyki liczb naturalnych ,kazda
liczba ma nastepnik”, jest w znacznym stopniu definicja implicite liczby na-
turalnej. Aksjomat czesto bywa zasugerowany jako naturalna infinitystyczna
analogia pewnych rzeczywistych faktéw. Jest on szczegbélowo analizowany,
bada sig, czy przyjecie go posiada pozadane konsekwencje, na przyklad, czy
rozstrzyga wczesniej otwarte problemy, czy harmonizuje z teoria niesforma-
lizowana i objadnia ja. Taka procedura quasi-empiryczna doprowadza do
przyjecia aksjomatu, jego modyfikacji lub odrzucenia. Mozliwe jest zdefi-
niowanie implicite pojeé teorii matematycznej przez stopniowe przyjmowa-
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nie coraz wigkszej liczby aksjomatéw, co jest rownoznaczne z ustaleniem
coraz wigkszej liczby warunkéw do spelnienia dla pojeé. Pojecia sa oczywi-
Scie tylko czeSciowo definiowane w ten sposob. Proces wprowadzania pojeé
i aksjomatyzacji teorii jest procedura dziatajaca w dwdch kierunkach — in-
tuicyjne pojecia wymuszaja pewne aksjomaty, a z kolei aksjomaty w duzym
stopniu dookreslaja i modyfikuja pojecia.

Chociaz logicy odniesli sukcesy w formalizowaniu teorii matematycz-
nych i w badaniu tych systeméw formalnych w sposéb matematyczny, choé¢
posiadamy teorie jezykow formalnych, formalnej dedukcji i modeli matema-
tycznych dla jezykéw formalnych, nie wiemy prawie nic o procesach, dzieki
ktoérym docieramy do pojec i aksjomatoéw teorii matematycznych. Tharp stoi
na stanowisku psychologistycznym i uwaza, ze istotna role w konstytuowa-
niu pojeé odgrywaja idealizacje i ekstrapolacje. Na przyklad pojecie zbioru
jest Scisle zwiazane z naszymi zdolno$ciami postrzegania kilku przedmiotéw
jako jednej calosci, laczenia wielu przedmiotéw, pomijania cech nieistot-
nych. Zdaniem Tharpa, problem docierania do poje¢ i aksjomatéow matema-
tyki zostanie w przyszlosci zglebiony za pomoca naukowych badan zjawisk
mentalnych.

Wedlug platonistow, pojecia matematyczne odnosza sie do idealnych
przedmiotéw matematycznych, zas predykaty — do relacji pomiedzy tymi
przedmiotami. Tharp nie zgadza sie z ta teza. Jego zdaniem, jesli przedmiot
abstrakcyjny jest w jakis sposéb skonstruowany z rzeczywistych sktadnikéw
lub posiada rzeczywiste reprezentanty, to odniesienie do niego jest mozliwe
za, pomoca odniesienia do jego jednego lub wiecej rzeczywistych przedstawi-
cieli. Poniewaz trudno utrzymywac, ze wszystkie przedmiary matematyczne
posiadaja rzeczywiste reprezentanty, odniesienie do wielu z nich jest wysoce
problematyczne. Tharp uwaza, ze predykaty nie odnosza sie do relacji. Uzy-
cie predykatu w twierdzeniu jest blizsze uzyciu instrukcji dla wyrazenia
procedury testowania niz uzyciu terminu dla wyznaczenia przedmiotu.

Dla unikniecia koniecznosci odniesienia do przedmiotéw matematycz-
nych, Tharp proponuje modalna interpretacje kwantyfikacji. Kwantyfika-
tory Vx i dx sa rozumiane odpowiednio jako ,dla kazdego mozliwego z”
i ,,mogloby istnieé¢ takie z”. Modalno$¢ nie wyklucza faktycznego istnienia
przedmiotéw, spelniajacych pewne zdania z kwantyfikatorami. Tharp ilu-
struje swéj poglad przykladem. Jedli powiemy: ,okragle zatyczki nie moga
pasowacé do kwadratowych otworéw”, to jest to stwierdzenie modalne réwno-
wazne zdaniom: ,zadne mozliwe okragle zatyczki nie moga pasowac¢ do kwa-
dratowych otworéw” oraz ,jest falszem, ze moglaby istnieé okragla zatyczka
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pasujaca do kwadratowego otworu”. Pierwsze z nich brzmi jak twierdzenie
o pewnych przedmiotach abstrakcyjnych — mozliwych zatyczkach, a dru-
gie — o rzeczywistych (fizycznych) zatyczkach, o ich mozliwym istnieniu.
Wszystkie trzy zdania nalezy jednak rozumieé jako twierdzenia o pojeciach.
Gdybysémy traktowali je jako méwiace o zwyczajnych zatyczkach, to zawezi-
liby$my ich tresé, jesli zas jako mowigce o przedmiotach abstrakcyjnych, to
prowadzitoby to do trudnych probleméw metafizycznych i epistemologicz-
nych, a nie byloby uzyteczne w czymkolwiek. Podejscie modalne nie zmusza
do przyjecia nowych rodzajéow przedmiotéw; modalne twierdzenia matema-
tyki pierwotnie dotycza poje¢, a rzeczywistych przedmiotéw w posrednim
sensie, gdyz pojecia moga by¢ stosowane do rzeczywistych przedmiotéow.

Akceptacja przedmiotow abstrakcyjnych jest zazwyczaj utozsamiana
z platonizmem. Tharp utrzymuje, ze mozna przyjmowaé przedmiary abs-
trakcyjne, przynajmniej w malej skonczonej ilosci, bez obcigzania sie epi-
stemologicznymi i ontologicznymi problemami platonizmu. Przedmioty abs-
trakcyjne, ktére rzeczywiscie istnieja, maja podstawe w fizycznych i mental-
nych sktadnikach i odnosimy sie do nich poprzez te sktadniki, dlatego tez nie
ma potrzeby postulowania tajemniczej intuicji matematycznej. Szczegdlnie
waznym rodzajem przedmiotéw abstrakcyjnych w matematyce sa te, ktére
powstaja w wyniku przejécia od znaku do typu. Przykladem jest ksztalt
7, gdzie przeszliSmy od znaku ,#” do przedmiotu abstrakcyjnego —
jego ksztaltu. Ogolnie, takie przedmiary abstrakcyjne wyrastaja ze znakdéw
specyficznego rodzaju i relacji rownowaznosci. Na przyklad znaki moga byé
dane przez predykat jednoargumentowy ,x jest identyczne z jednym z na-
piséw #7, .87 lub ,%””, a relacja réwnowaznosci — przez predykat dwu-
argumentowy ,x ma ten sam ksztalt co y”. Rowniez inne znane przedmioty
abstrakcyjne, jak kolory, wysokosci, ciezary, kierunki, wyrastaja z przejicia
od znaku do typu. W przypadku koloru znaki sg fizycznymi powierzchniami,
a relacja podobienistwa jest ,,x ma taki sam kolor jak y”. Kazdy znak re-
prezentuje jaki$ przedmiot abstrakcyjny, zwany typem. Mnie sie zdarzy¢,
ze dwa znaki reprezentuja ten sam typ ze wzgledu na jedna relacje row-
nowaznosci i rézne typy ze wzgledu na inna, na przyklad ten sam kolor
i rézne ksztalty. Rodzaj znakow i relacja podobienstwa sa pojeciami, a po-
jecia w pewnym sensie sg konstruowane z fizycznych i mentalnych skladni-
kéw i dlatego tez za takie mozna uwazaé przedmioty abstrakcyjne powstate
w wyniku przejscia od znaku do typu.

Tharp przyznaje, ze chociaz przedmioty abstrakcyjne powstale w wyniku
przejscia od znaku do typu sa przydatne w wielu kontekstach matematycz-
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nych, nie wyjasdniaja jednak, jak sa mozliwe nieskonczone systemy matema-
tyczne. Na przyklad liczby nie powstaja przez indywidualne konstruowanie
typéw ze znakowych pojeé, gdyz po prostu nie ma tylu pojeé. Dla mdéwienia
o nieskonczono$ci konieczne jest uzycie kilku poje¢ ogdlnych oraz twierdzen
modalnych. Tharp podkreéla, ze matematyka ma podstawe w zjawiskach
mentalnych i wierzy, ze ich fizjologiczne wyjasnienia sg w zasadzie mozliwe.
Odrzuca realizm platonski, zakladajacy dziedzine niezaleznie istniejacych
przedmiotéw matematycznych, ale zauwaza, ze w pewnym sensie jest reali-
sta, gdyz sadzi, ze twierdzenia matematyki wyrazaja fakty o rzeczywistych
pojeciach, ktére skonstruowaliSmy.

X ok Xk

Leslie Tharp prace, w ktorej przedstawia swe konceptualistyczne po-
glady na matematyke, tytuluje Mit i matematyka. Mozna pytaé dlaczego.
W czeéci I sporo miejsca po$wigca poréwnaniu matematyki z fikcja, wyraza
przekonanie, ze szczegdlnie istotne dla zarysowania sie jego koncepcji bylo
dostrzezenie analogii pomiedzy matematyka a mitem i, jak pisze, inng fik-
cja. Jednak stopniowo zmienia swe poglady i w czesci II nie zajmuje si¢ tym
zagadnieniem prawie wcale, cho¢ tytul pracy pozostaje nie zmieniony. Hao
Wang w artykule Tharp i logika konceptualistyczna czyni uwagi do Mitu
i matematyki. Przede wszystkim nie uwaza za trafne i wystarczajaco uza-
sadnione poréwnania matematyki z fikcja i zwraca uwage na fakt, ze Tharp
miesza pojecia mitu i fikcji, uzywa ich zamiennie, mit nazywa rodzajem
fikcji, a konieczne jest bardziej ostrozne podejscie, gdyz jedynie w specyficz-
nym znaczeniu mit to tyle co fikcja. Mit w znaczeniu podstawowym to préba
opisu, przyblizenia czegos, co istnieje lub w istnienie czego si¢ wierzy, a wiec
nie rodzaj fikcji. Mitowi moze odpowiadaé¢ co§ w rzeczywistosci, a fikcji —
nie, dlatego tez mit nie jest rodzajem fikcji i tym bardziej mit i fikcja to
nie to samo. Sam Tharp przyznaje, ze matematyka bada réwniez prawdy
o rzeczywiscie istniejacych przedmiotach abstrakcyjnych i zaleznosciach za-
chodzacych pomiedzy nimi, a wigc blizsza jest mitowi niz fikcji. Zestawienie
matematyki z mitem nie budzi sprzeciwu platonisty, gdyz dla niego mate-
matyka jest rodzajem mitu, prébg opisania obiektywnego swiata przedmio-
téw matematycznych. Piszac pierwsza czesé pracy dotyczacej konceptuali-
stycznej filozofii matematyki i bedac przekonany o stusznosci twierdzenia
o bliskosci matematyki i fikcji, Tharp nie tytuluje jej jednak Fikcja ¢ ma-
tematyka, lecz Mit i matematyka. By¢ moze czyni tak jedynie ze wzgledéw
stylistycznych, termin ,mit” brzmi bardziej intrygujaco niz ,fikcja”, nie da



10 Ewa WOJTOWICZ

si¢ jednak wykluczy¢, ze juz wtedy niejasno uswiadamia sobie nieadekwat-
no$¢ poréwnania matematyki z fikcja i wigkszych zbieznosci z mitem. Mozna
to uwazaé za wynik nieuswiadomionych sktonnosci Tharpa do platonskiej
interpretacji matematyki lub tez wiecej — za niemozno$¢ uwolnienia sie¢ od
tajemniczego, obiektywnego Swiata przedmiotéw matematycznych, nawet
w przypadku myséliciela usilnie poszukujacego prostszych rozwiazan.

Przejdzmy jednak od spekulacji do konkretnej polemiki z niektérymi
z tez Tharpa i prob ich interpretacji. W artykule wprowadzajacym do Mitu
i matematyki Charles Chihara zauwaza, ze zaprezentowane przez Tharpa,
zwlaszcza w pierwszej czesci pracy, sposoby wywodzenia poje¢ matema-
tycznych z poje¢ potocznych nie sa przekonywajace, w szczegdlnosci chodzi
mu o pojecie zbioru. Zdaniem Tharpa, pojecie zbioru jest naturalna ekstra-
polacja pojecia przedmiotu umieszczonego w stosie. Budzi to watpliwosci
Chihary, gdyz stosy i zbiory istotnie sie réznia. Stos nie moze byé¢ umiesz-
czony w innym stosie, podczas gdy zbior moze by¢ elementem innego zbioru;
jeden kamien nie tworzy stosu, lecz moze stanowié¢ cala zawarto$é¢ zbioru; nie
moze by¢ stosu bez przedmiotéw, ale, wedlug standardowej teorii mnogosci,
istnieje zbior bez elementow; stosy moga by¢ zburzone bez naruszenia cze-
gokolwiek wewnatrz nich, a zbiory nie moga — jesli usuniemy stos kamieni
z drogi i wrzucimy je do rowu, to stos kamieni dluzej nie istnieje, ale przez
to nie zburzymy zbioru kamieni.

Chihara zwraca uwage na fakt, ze Tharp proponuje modalna interpreta-
cje matematyki ze wzgledu na to, ze nie wymaga ona zaktadania istnienia
jakichkolwiek zbioréw, a mimo to przyjmuje istnienie malej ilosci przed-
miotéw matematycznych. Zdaniem Chihary, przekonania tego nie uzasad-
nia w nalezyty sposob. Z drugiej strony zwolennicy ontologii mozliwych
Swiatéw, sadzacy, ze podejscie modalne wymaga postulowania bytéow abs-
trakcyjnych — mozliwych swiatéw, zarzucaja Tharpowi, ze modalny poglad
na matematyke faktycznie nie eliminuje problemu, jak poznajemy prawdy
matematyczne, ale jedynie przesuwa go do innej dziedziny. Hilary Putnam
zauwaza, ze modalno$é¢, o jakiej méwi Tharp w swej konceptualistycznej
analizie matematyki, ma charakter wyraznie matematyczny i wysuwa zarzut
blednego kota sprowadzajacy sie do tego, ze matematyka jest interpretowana
za, pomocg pojecia matematycznego, pojecia, ktore zaktada matematyke.

Innym zagadnieniem domagajacym si¢ wyjasnienia w koncepcji Tharpa
jest problem intersubiektywnosci. Czy umysty réznych ludzi konstruuja ta-
kie same przedmioty abstrakcyjne? Zakladajac nawet, ze wszystkie umysty
sa jednakowo sprawne, nie mozna twierdzié, ze z fizycznych i mentalnych ele-
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mentow zbuduja takie same przedmioty matematyczne. Przy uwzglednieniu
zréznicowania sprawnosci i zdolnosci tworczych umystéw, trudnosé jeszcze
sie pogtebia. Musielibyémy sie zgodzié, ze niektore przedmioty abstrakcyjne
zarazem istnieja i nie istnieja — istnieja ze wzgledu na pewne umysty —
te, przez ktore zostaly skonstruowane i nie istnieja ze wzgledu na inne —
te, ktére ich nie skonstruowaly. Nawet przy stabszym rozumieniu intersu-
biektywnosci, wymagajacym jedynie mozliwosci skonstruowania przez inne
umysty przedmiotu zbudowanego przez jaki§ umyst, trudnosé pozostaje.

Szczegdlnie istotng role w matematyce przypisuje Tharp pojeciom po-
wstajacym w wyniku przejscia od znaku do typu, ale przyznaje, ze nie wy-
jasniaja one nieskonczonodci i uwaza, ze do tego celu potrzebne sg pojecia
og6lne. Hao Wang chyba stusznie spostrzega, ze Tharpowi nie udaje sie
pokazaé, jak czynia one mozliwymi nieskoficzone systemy matematyczne.
Istnienie pojeé¢ wyrastajacych z przejscia od znaku do typu tatwo objasénié
bez odwotywania sie do idealnego $wiata obiektywnych przedmiotéow mate-
matycznych. Jak zostalo powiedziane, one jednak nie wystarczaja w mate-
matyce, potrzeba poje¢ ogdlnych, ktorych powstanie trudniej objaéni¢ bez
odwolywania sie do Swiata idealnego, a Tharp takiego wyjasnienia nie daje,
wyraza jedynie nadzieje, ze uczyni to w przyszlosci fizjologia i inne nauki,
sadzi, ze fizjologiczne badania kodyfikacji poje¢ w moézgu uswiadomia nam,
jak dotarliSmy do pojeé¢ i aksjomatow matematyki i ,nienaukowe” postu-
lowanie platoniskiej intuicji matematycznej stanie si¢ niepotrzebne. Tharp
sprawia wrazenie scjentysty, najwyrazniej zapomina, ze pewno$¢ nauk przy-
rodniczych jest fikcja, Ze opieraja sie one na nie uzasadnionych przestankach,
réwnie tajemniczych jak intuicja matematyczna, a poza tym zakladaja ma-
tematyke i dlatego tez fizjologicznej eksplikacji matematyki grozi petitio
PriINCcipi.

Omawiana konceptualistyczna filozofia matematyki jest niewatpliwie
godng uwagi gléwnie ze wzgledu na ambitne cele przysSwiecajace jej
autorowi — stworzenia wizji matematyki blizszej czlowiekowi, uwzgled-
nienia roli podmiotu poznajacego, wyjaénienia sposobu nabywania wiedzy
matematycznej bez odwolywania si¢ do tajemniczego pojecia intuicji.
Zamierzenie Tharpa poniekad sie udalo, przedstawil filozofie matematyki
alternatywna w stosunku do kierunkéw klasycznych, a w szczegdlnosci
platonizmu, z ktérym gléwnie polemizowal. Podane uwagi wskazuja jednak,
z jak wieloma trudno$ciami boryka sie taka koncepcja, budzi ona nie mniej
pytan i watpliwosci niz platonizm, korzysta z réwnie niepewnych zatozen,
odrzuca co prawda intuicje docierajaca do obiektywnego Swiata przed-
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miotéw matematycznych, ale na jej miejsce wprowadza wiare, wiare (sic/)
w moc nauki pozytywnej. Swiadczy to o trudnosci lub nawet o niemoznosci
usuniecia tajemnicy, stworzenia nie opierajacej sie na dogmatach filozofii
matematyki i innych nauk, ktére ja zakladaja, a tym bardziej calosciowej
wizji Swiata.

FEwa Wojtowicz



