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»,Zmakomity i porywajacy obraz rozwoju matematyki... Zdumiewajacy
w ukazywaniu czytelnikom jej piekna i uroku...”, ,Absolutnie doskonala
ksiazka”, ,Prawdziwa perla, jedno z arcydzietl naszych czaséow” — takimi
komentarzami opatrzono ksiazke Philipa J. Davisa i Reubena Hersha The
Mathematical Experience w recenzjach zamieszczonych w ,Naw York Ti-
mes”, ,The New Yorker”, ,,American Mathematical Monthly”.

O ksiazce tej nieprzypadkowo pisano réwniez na lamach prasy codzien-
nej. Powstata ona z mysla o szerokim kregu czytelnikéw, niekoniecznie przy-
gotowanych do siegania po literature specjalistyczna, a chcacych przyblizy¢
sobie zagadnienia wspotczesnej i dawnej matematyki. Cieszyta sie duza po-
pularnoécia w Stanach Zjednoczonych, zostata uznana za najlepsza ksiazke
roku 1983.

Jej autorzy: Philip J. Davis — profesor matematyki stosowanej w Brown
University i Reuben Hersh — profesor matematyki w University of New Me-
xico w Albuquerque, poza czynnym uprawianiem matematyki, interesuja sie
takze jej historia, filozofia i dydaktyka, a ponadto popularyzuja réznorodne
jej osiagniecia. Juz wezesniej opublikowali razem kilka artykuléow w czasopi-
smach matematycznych. Cze$¢ materialu, zawartego w ich ksiazce, stamtad
zostala zaczerpnieta. Czyta sie ja z duzym zainteresowaniem, jest napisana
barwnym, zywym jezykiem, uderza mnogoécia zagadnien.

Pierwsze dwa rozdzialy — wprowadzajace — ukazuja réznorodnosé
krajobrazu matematycznego, jego zalezno$¢ od epoki, dostepnych srodkéw

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.
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i metod, indywidualnych oraz grupowych preferencji i zapatrywan oséb go
ksztaltujacych.

W trzecim zasygnalizowane sa problemy adekwatnosci matematyki, jako
$rodka opisu rzeczywistos$ci przyrodniczej, jej zastosowania w innych na-
ukach, technice, handlu, powiazania z religia, teologia i filozofia, jak réwniez
z mistycyzmem liczbowym, ,czarng magia” i astrologia.

Nastepny rozdzial poswiecaja autorzy oméwieniu niektoérych pojeé,
wlasciwych matematyce, takich jak: abstrakcja, uogoélnianie, formalizacja,
obiekty i struktury matematyczne, dowdd, nieskonczono$é, by nastepnie
wskaza¢ na jej walory estetyczne, tajemniczos$é, réznorodnoéé zagadnien
i wielo$¢ mozliwych sposobéw ich rozwazania, dynamizm rozwoju.

Wybrane zagadnienia matematyczne — to tytul rozdzialu piatego.
Mozna w nim przeczytaé o teorii grup skonczonych, twierdzeniu o liczbach
pierwszych, geometriach nieeuklidesowych, hipotezie continuum oraz wyni-
kach Godla i Cohena, o analizie niestandardowej i analizie Fouriera.

Szésty rozdziat dotyczy dydaktyki matematyki. Zawiera on miedzy in-
nymi interesujace przykltady poprowadzenia uczniéw droga zgodna z mode-
lem odkrycia matematycznego Lakatosa, co w duzym stopniu uatrakcyjnia
zajecia, zmusza do aktywnego w nich uczestniczenia i daje dobre wyniki
w przyswajaniu nowego materiatu.

W rozdziale siodmym autorzy zaznajamiaja czytelnika z wielkimi prze-
obrazeniami w matematyce, zwiazanymi z pojawieniem si¢ geometrii nie-
euklidesowych oraz kryzysem w teorii mnogosci, zarysowuja obraz trzech
gtéwnych kierunkéw w filozofii matematyki: platonizmu, formalizmu i kon-
struktywizmu, sporo miejsca poswiecaja pogladom Imre Lakatosa.

Przeczytawszy ostatni — ésmy rozdzial, uswiadamiamy sobie, jak istot-
nie réznig si¢ od siebie metody komputerowe, stosowane obecnie w matema-
tyce i dlaczego niektore z nich sa przyjmowane bez zastrzezen, a inne budza
wiele emocji i sporéw, jak bylo w przypadku dowodu twierdzenia czterech
barw, przedstawionego przez Appela i Hakena w roku 1976.

W rozdziale tym zamieszczony jest roéwniez interesujacy artykul, poswie-
cony intuicji matematycznej. Przedstawiam jego do$¢ doktadne streszczenie,
jako probke stylu Daviesa i Hersha.

Stowa ,intuicja”’, ,intuicyjny”, uzywane przez matematykéw sg wielo-
znaczne i nieco tajemnicze. W zwigzku z tym autorzy rozpoczynaja swe
rozwazania od zestawienia najczesciej spotykanych sposobéw rozumienia
tych terminéw. Ich opracowanie wprowadza nastepujace grupy pojec:
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(1) ,,Intuicyjny” jako przeciwstawienie ,Scistego”. Uzycie to nie jest zu-
pelnie jasne, poniewaz pojecie ,S$cisty” nie jest okreslone precyzyjnie. Mozna
by powiedzieé, ze ,intuicyjny” to uchybiajacy wymogom Scistosci, ale samo
pojecie Scistosci jest zdefiniowane raczej intuicyjnie niz $cidle.

(2) ,,Intuicyjny” jako ,wizualny”. I tak intuicyjna topologia lub geome-
tria rézni sie od Scistej (formalnej, abstrakcyjnej) topologii lub geometrii
pod dwoma wzgledami. Z jednej strony wersja intuicyjna posiada znacze-
nie, ilustracje w dziedzinie wizualnych krzywych i powierzchni, w przypadku
wersji abstrakcyjnej tak nie jest. Pod tym wzgledem wersja intuicyjna jest
doskonalsza — posiada cenna wtasnosé, ktérej abstrakcyjna nie ma. Jed-
nak z drugiej strony, wizualizacja moze prowadzi¢ do ujmowania jako jasne
i oczywiste twierdzen, ktére sa niepewne lub nawet falszywe.

(3) ,Intuicyjny” jako ,wiarogodny”, przekonywajacy wobec braku do-
wodu, ,,t0, co mozna przypuszczaé jako prawdziwe w danym przypadku, na
podstawie doswiadczenia z pokrewnymi obiektami i sytuacjami”. ,Intuicyj-
nie wiarogodne” oznacza rozsadna hipoteze, godna préb udowodnienia.

(4) ,Intuicyjny” jako ,wymagajacy uzupelnienia”’. Jesli kto§ przenosi
symbol obliczania granicy sprzed pod znak calki, nie odwolawszy sie¢ do
twierdzenia Lebesgue’a lub korzysta z faktu mozliwosci przedstawienia pew-
nej funkcji w postaci szeregu potegowego, nie sprawdziwszy wczesniej, czy
jest ona analityczna, to taka luka logiczna jest do przyjecia, ale przy nazwa-
niu rozumowania intuicyjnym.

(5) ,,Intuicyjny” jako ,odwolujacy sie do fizycznego modelu” lub pew-
nych znaczacych przykltadéw. W tym sensie ,intuicyjny” to prawie to samo
co ,heurystyczny”.

(6) ,Intuicyjny” jako ,caloSciowy” lub  scalajacy” w przeciwienstwie
do ,szczegbdlowego” lub ,analitycznego”. Jesli rozwazamy teorie matema-
tyczng jako calo$é¢ i uznajemy pewne jej twierdzenie za prawdziwe z tego
wzgledu, ze jest ono zgodne (spdjne) ze wszystkim, co udalo nam sie do
tej pory ustali¢, to wowczas rozumujemy intuicyjnie. Gdy chcemy by¢ $cidli,
musimy udowodni¢ nasze twierdzenie dedukcyjnie, budujac tancuch rozu-
mowania, gdzie kazdy krok jest dokonany zgodnie z przyjetymi regutami
dedukcji, punktem wyjsciowym jest co$, co jest nam wiadome (aksjomaty
lub wezesniej udowodnione twierdzenia), za$ ostatnim — pozadany rezultat.

Autorzy uwazaja, ze:

A. Kazdy z gtéwnych kierunkéw w filozofii matematyki, tj. platonizm,
konstruktywizm i formalizm w istotny sposéb odwoluje si¢ do pewnego po-
jecia intuicji.
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B. Zaden z nich nie prébuje nawet wyjaénié natury i znaczenia postulo-
wanego przez siebie pojecia intuicji.

C. Rozwazanie intuicji, tak jak jest ona faktycznie do§wiadczana, prowa-
dzi do pojecia, ktore jest trudne i zlozone, ale wyjasnialne i analizowalne.
Realistyczna analiza intuicji matematycznej jest rozsadnym przedsiewzie-
ciem i powinna zajmowa¢ znaczace miejsce w adekwatnej filozofii matema-
tyki.

Pojecie intuicji sprawia wiele ktopotu platonikom. Wedtug nich, jest ona
konieczna do ustalenia zwigzkéw miedzy ludzks $wiadomoscia, a idealnym,
niematerialnym $wiatem obiektéw matematycznych.

Rozwazmy dla przykladu hipoteze continuum. Wiadomo, na mocy od-
kryé¢ Goédla i Cohena, iz nie mozna jej udowodnié¢ ani obali¢ na gruncie
systemu aksjomatow Zermelo—Fraenkla, stojacych u podstaw teorii mnogo-
$ci i tym samym calej wspélczesne] matematyki. Ale dla platonikow con-
tinuum jest okreslonym obiektem, istniejacym niezaleznie od umyshu ludz-
kiego i albo posiadajacym nieskonczony podzbior nieprzeliczalny, nieréwno-
liczny ze zbiorem liczb rzeczywisrych, albo go nie posiadajacym. Pozostaje
tylko wyttumaczenie, ze sytuacja ta jest Swiadectwem naszej ignorancji, nie-
doskonatosci, posiadanej przez nas aktualnie, intuicji.

Jedli rozumiemy intuicje jako zdolnosé postrzegania idealnej rzeczywi-
stosci matematycznej, staje sie ona drugim idealnym bytem obok obiek-
téw matematycznych. Mamy w ten sposob dwie tajemnice zamiast jednej
— nie tylko zagadkowo$¢ zwiazkéw miedzy idealna rzeczywistoscia ponad-
czasowych obiektéw, a ziemskim $wiatem cigglych zmian, ale takze relacji
pomiedzy psychofizycznym matematykiem, zyjacym w zmiennym Swiecie,
a jego intuicyjng zdolnoscia, dzigki ktérej siega do rzeczywistosci ponadcza-
sSowej.

Platonicy nie usiluja wglebia¢ sie w pojecie intuicji. Uwazaja ja za nie-
zbedna, lecz nieanalizowalna zdolnosé cztowieka.

Konstruktywisci nawiazuja do filozofii Kanta. Tak jak on uznaja za dane
intuicyjnie pojecia: liczb naturalnych i konstruowania — operacji, ktéra za-
wsze moze by¢ iterowana. Nie wydaje sie to wielce problematyczne. Jed-
nak sami konstruktywisci nie zawsze byli zgodni w opiniach co do wtasci-
wych metod tworzenia matematyki. Fakt ten stanowi powazna trudnosé dla
szkotly, ktéra nie opiera sie na niczym innym, tylko na powszechnej i wy-
raznej intuicji. Ponadto, zdaniem autoréw ksiazek, dogmatu, ze intuicja
systemu liczb naturalnych jest powszechna, nie mozna utrzymaé¢ w Swietle
wynikéw badan historycznych, pedagogicznych i antropologicznych.
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Jedli chodzi o formalistow, to problem intuicji znika, jak dlugo traktu-
jemy matematyke jako zbior formalnych dedukcji z formalnych twierdzen.
To wiosnie formalista A. Lichnerowicz napisal:

»[---] dowody naszych poprzednikéw dluzej nas nie satysfakcjonuja, ale,
odkryte przez nich, fakty matematyczne pozostaja [pewne], a my udowad-
niamy je przy pomocy nieskonczenie bardziej $cistych i precyzyjnych metod,
metod, z ktérych wykluczona zostala geometryczna intuicja |[...]”.

Trudnosci sprawia formalistom odpowiedZ na pytanie o przyczyny skla-
niajace ludzi do zajmowania si¢ formutowaniem pewnych i superprecyzyj-
nych twierdzen matematycznych. Moga oni wskazywacé jedynie na ich zna-
czenie, ktore ma charakter niematematyczny. Zapytani z kolei: co umoz-
liwialo matematykom w przeszlosci dochodzenie do prawdziwych twier-
dzen przy pomocy niewlasciwego rozumowania, odpowiadaja — intuicja.
Pozwolita ona na przyklad Cauchy’emu sformutowaé¢ prawdziwe twierdze-
nie catkowe, cho¢ nie dysponowal on nawet formalnymi definicjami poje¢
w nim wystepujacych. Lecz czym jest intuicja? Platonicy wierza przynaj-
mniej w istnienie idealnych obiektow matematycznych i w zwigzku z tym
maja co postrzegaé, czy tez wyczuwaé intuicyjnie.

Formali$ci moga wskazaé jedynie na nieswiadome rozumowanie. Cau-
chy byl geniuszem i podéwiadomie znal Sciste definicje poje¢ wystepuja-
cych w twierdzeniu oraz prawidlowy jego dowéd. Formalisci, rozwazajacy
problem odkrycia matematycznego, musieli wprowadzi¢ pojecie intuicji dla
wytlumaczenia przepasci pomiedzy przedstawianym przez nich obrazem ma-
tematyki, jako gry w oparciu o pewne ustalone zasady, a rzeczywistym jej
doswiadczeniem, gdzie czesto wiecej osiaga sie dzigki omijaniu regut niz
rygorystycznemu trzymaniu sie ich.

W konicu artykutu autorzy zamieszczaja wlasne uwagi na temat intuicji
w matematyce. Wedlug nich, nie jest ona postrzeganiem czego$ istniejacego
wiecznie i niezaleznie od nas. Posiadamy w umystach przedstawienia obiek-
tow matematycznych. Nabywamy je dzieki doswiadczeniom w operowaniu
konkretnymi rzeczami fizycznymi, a w dalszej fazie znaczkami na papierze
lub nawet obrazami umystowymi. Stad tez pochodzi intuicja — zdolno$c¢
rozwazania i badania przedmiotéw matematycznych, rozumianych jako we-
wnetrzne obiekty naszych umystow.

Chociaz w streszczonym przeze mnie fragmencie ksigzki zagadnienia
zwiazane z intuicjg matematyczna $wiadomie zostaly jedynie naszkicowane,
bez wglebiania si¢ w niuanse, jednak, jak sadze, udalo si¢ autorom wyeks-
ponowaé wage pojecia intuicji w filozofii matematyki i wskaza¢ na powazne
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trudnosci, jakie sprawia ono poszczegdlnym jej kierunkom, nie mogacym
sie jednak bez niego obejé¢. Czytelnik zostaje wlaczony w te rozwazania,
u$wiadamia sobie problemy, ktérych wczesniej nie dostrzegat i probuje za-
ja¢ wlasne stanowisko.

Philip J. Davies i Reuben Hersh swa ksiazka The Mathematical
Ezperience odnosza sukces; przedstawiajac zagadnienia matematyczne
na szerszym tle filozoficznym, zrywaja z rozpowszechnionym myslowym
schematem, ze matematyka to tylko suche wyliczenia, w ktérych nie ma
miejsca nawet na odrobine fantazji.

Ewa Wojtowicz



