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NOWE PRADY W MATEMATYCE XIX WIEKU

1. PROBA SCHARAKTERYZOWANIA NOWOZYTNEGO MODELU NAUKO-
WOSCI

Istnieje kilka podstawowych cech, ktérymi powinien charakteryzowaé sie
umyst ludzki, aby nauka moglta sta¢ sie jego wytworem. A. N. Whitehead
wspomina o trzech takich cechach, ktére, wedlug niego, nauka nowozytna
przejeta w duzym stopniu od okreséw poprzednich!.

Pierwsza z nich jest instynktowna wiara w porzadek przyrody. Wbrew
najbardziej sceptycznym rozwazaniom negujacym podstawy takiej wiary,
musi ona trwaé, aby nauka mogta istnie¢.

Druga z tych cech jest wiara w zelazna logike koniecznoéci z jaka przebie-
gaja zdarzenia, a co sie bezposrednio z tym wiaze, wiara w mozliwos¢ ujecia
zaleznoéci obserwowanych faktéw w forme ogdlnych praw i zasad. Kiedy
wiec analizujemy pewne szczegbltowe zdarzenia i wigzemy je ze zdarzeniami
je poprzedzajacymi, to muszg ujawnic sie prawidta ogdlne ujmujace te kon-
kretna sytuacje.

Trzecia cecha, a zarazem drugim biegunem charakteryzujacym mental-
no$¢ naukowa, jest Swiadomo$é tego, ze warto bezposrednio obserwowac
dane fakty, gdyz nie wszystkie one musza wynikaé z ogdlnych i uprzednio
przyjetych regut. Wrecz moga by¢ z nimi w sprzecznosci. Ta wiara w koniecz-
nosé¢ obserwowania ,nieuniknionych upartych faktéw”, a wiec wiara w to,
ze w przyrodzie zawsze mozemy zaobserwowaé fakty przeczace istniejacym
teoriom naukowym, jest réwnie niezbedna jak instynktowna wiara w racjo-
nalnos¢ przyrody. Whitehead uwaza, ze tak $cisty ,zwiazek” namietnego
zainteresowania faktami szczegdélowymi i absolutnego oddania abstrakcyj-

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sa wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebng numeracje stron.

1A. N. Whitehead, Nauka i Swiat wspélczesny, W—wa 1988, 10-28.
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nym uogdlnieniom przesadza o niepowtarzalnosci naszego obecnego spole-
czefstwa?.

Nauka nowozytna w szczegdlny sposéb tym sie charakteryzuje, ze wy-
kuwa swoje prawa bedac ciaglym arbitrem pomiedzy upartymi faktami
i Smialymi uogoélnieniami. Istotne jest w gruncie rzeczy to, ze epoka nowo-
zytna umiata w odpowiedni sposob wykorzystaé to, co wypracowaly epoki
poprzednie.

Chcialbym blizej scharakteryzowaé uksztaltowany w epoce nowozytnej
model, okreslajacy napiecie pomiedzy wiara w racjonalnosé $wiata, a wiara
w realno$¢ ,nieuniknionych upartych faktow”. Sadze, ze model ten w du-
zym stopniu zostal uksztaltowany przez filozofie Kartezjusza i jego metode
badawcza z jednej strony, a z drugiej przez mechanike Newtona.

Aby zrozumie¢ istotnos¢ przedstawionej powyzej tezy, oraz aby doklad-
niej te teze naswietlié, przyjrzyjmy sie filozoficznej refleksji Kartezjusza®,
ktorej celem bylo dotarcie do takiego elementu ,rzeczywistosci”, ktorego
w zaden sposob nie mozna byloby zakwestionowaé (radykalne watpienie).
Zauwazmy, ze to kartezjanskie poszukiwanie elementu nie poddajacego sie
zadnym, nawet najbardziej sceptycznym argumentom, mozna uja¢ w formie
nastepujacej tezy:

Szukamy takiego bytu, ktory jest jasno i wyraZnie postrzegany
i zarazem odrzucamy wszelki byt, ktory nie jest jasno i wyraznie
postrzegany.

Dla lepszej ilustracji ujmijmy te teze w formie relacji R, porzadkujacej
pewien zbiér obiektow?.

ARB wtedy i tylko wtedy, gdy obiekt A jest jasno i wyraznie
postrzegany przez obiekt B tzn., gdy obiekt A jest redukowalny
do obiektu B w sensie relacji R.

Elementem nieredukowalnym w sensie relacji R okazuje si¢ cogito. Cogito
wyznacza zarazem obszar subiektywnoéci, ktéry Kartezjusz nazwal substan-
cja myslaca. Cogito odkrywa ponadto w sobie jasno i wyraznie ideg¢ nieskon-
czonego i doskonalego Boga. Idea ta nie moze mieé¢ przyczyny w skonczo-
nym cogito, a wiec musi istnie¢ realny, obiektywny Bég. Poniewaz idea Boga

2Tamze, 12.

3R. Descartes, Medytacje o pierzwszej filozofii, W—wa 1958.

4Zauwazmy, ze relacje R mozna traktowaé jako relacje cze$ciowego porzadku tzn.
zwrotng (ARA), antysymetryczng (ARB i1 BRA, to A = B) i przechodnia (ARB i BRC,
to ARC).
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jest jasno i wyraznie postrzegana przez cogito, wiec Bog jest redukowalny
w sensie relacji R. W rozumowaniu Kartezjusza Bég staje sie gwarantem
prawdziwo$ci poznania niezaleznosci $wiata materialnego od cogito. Dzieki
odkryciu w sobie idei Boga cogito moze stwierdzi¢, ze poza nim istnieje nie-
zalezny i r6zniacy sie od niego obszar Swiata materialnego (obszar obiektyw-
nosci), ktéry Kartezjusz nazwal substancja rozciaglta. Cogito jest elementem
obszaru subiektywno$ci, natomiast nie istnieja zadne obiekty zawarte w ob-
szarze obiektywnosci, ktére ujmuje relacja R. Wobec tego, w rozumowaniu
Kartezjusza obszar obiektywnosci w gruncie rzeczy zawiera sie w obszarze
subiektywnosci. Ten fakt ma ogromne znaczenie dla kartezjanskiej metody
budowy nauki uniwersalnej (i odréznia te metode od koncepcji Galileusza
i Newtona): cala wiedze o $wiecie mozemy zbudowaé¢ w oparciu o to, co
jasno i wyraznie odkrywa sam umyst, a poniewaz takim obszarem oczywi-
stodci staje sie zbudowana przez Kartezjusza geometria analityczna, wiec
buduje swoja fizyczna teorie $wiata (mechanike) more geometrico.

Refleksja Kartezjusza doprowadza w konsekwencji do rozbicia calej rze-
czywistodci na dwa obszary (obszar subiektywnosci oraz obiektywnosci),
miedzy ktérymi pojawia sie napiecie. Napiecie to jest likwidowane dzigki
metodzie, a poniewaz metoda stuzy do budowy nauki, wiec konstruowana
nauka pokazuje w jaki sposob mozliwe jest zlikwidowanie napiecia miedzy
obszarem subiektywnosci a obiektywnosci. Na czym polega metoda Karte-
zjusza kréotko przedstawie w dalszej czedci.

Sadze, ze to kartezjanskie rozdarcie miedzy ,cialem a dusza” okredla
w duzym stopniu nowozytna idee naukowosci. Pojecia cogito oraz Boga, do
ktérych Kartezjusz doszedl swoim rozumowaniem, ukazywaly, ze mozliwe
jest zlikwidowanie tego napiecia, jednak nie niosly bezposrednio ze soba
metody, ktéra by to napiecie pozwalala zlikwidowaé. Uwazam, ze w duzej
mierze nauki rozwijane w okresie nowozytnym poszukuja metod, mogacych
zniwelowaé napiecie miedzy subiektywnoscig a obiektywnoscia i tym samym
precyzuja nowozytna ideg naukowosci zarysowang przez Kartezjusza.

2. PROJEKT BADAWCZY KARTEZJUSZA A MECHANIKA NEWTONA

Kartezjusz rozwija czy odkrywa pewne metody (gléwnie w matematyce),
ktére maja stuzyé zniwelowaniu ukazanego przez niego napiecia. Przykta-
dem konkretnej metody badawczej jest metoda, na ktérej buduje Kartezjusz
geometrie analityczna®. To, co zbudowal Kartezjusz, jest czedcia jego ogél-

5R. Descartes, Rozprawa o metodzie, PWN: Warszawa, 1988.
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nego planu konstrukeji matematyki uniwersalnej (mathesis uniwersalis, jak
nazywali matematyke Starozytni), ktéra zawartaby w sobie cala mozliwa
nauke. Ta uniwersalna nauka powinna wyjasnia¢ wszystko co dotyczy po-
rzadku i miary, bez wnikania w szczegdtowe wlasnosci przedmiotow. Geome-
tria analityczna miala laczy¢ w sobie zalety geometrii (fatwiejsze operowanie
pewnymi abstrakcjami matematycznymi, dzieki przedstawieniu geometrycz-
nemu) oraz algebry (latwiejsze dokonywanie operacji na prostych wyobra-
zeniowo liczbach), a unikaé ich wad (geometria nuzy wyobraznie i umyst,
natomiast algebra daje ogélne prawidia liczenia — ktére nie daja jednak
tworczej wiedzy)S.

Metoda ta taczylta wiec jasne i wyrazne wyobrazenia geometryczne z ja-
snymi i wyraznymi dla umystu operacjami na liczbach czy na ogdlnych sym-
bolach algebraicznych. Polegata wiec na wydzieleniu z obu tych dziedzin
matematyki tych elementéw, ktore daja sie uporzadkowaé przez relacje R.
Dane figury geometryczne mozna wiec wyrazaé za pomocy ukltadow liczb
czy réwnan i poznawaé¢ wlasnodci tych figur, wykorzystujac operacje na
liczbach. Pozostajemy wiec w obszarze dzialan umystu, ktére sa dla niego
mozliwie najprostsze, a co najwazniejsze pozwalaja, opierajac sie na tym co
jasne i wyrazne, krok po kroku budowaé catg wiedze o $wiecie.

Zwr6émy uwage na fakt, ze Kartezjusz budowal swoja mechanike more
geometrico. Geometria byta dla niego praktycznie jedynym narzedziem na-
dajacym si¢ do budowy teorii fizycznej Swiata. Wiazalo si¢ to z faktem,
ze kartezjanska geometria (laczaca zalety geometrii i algebry) byla tym, co
wedhig Kartezjusza najpelniej realizowalo ideal wiedzy jasnej i wyraznej.
Majac juz pewien obiekt zawarty w obszarze subiektywnosci nie szukat on
juz w sferze obiektywnosci, lecz w oparciu o ten juz posiadany chcial budo-
wa¢ mechanike.

Newton natomiast szukal obiektéw uporzadkowanych przez relacje R
réwniez w obszarze obiektywnosci i znalazl je w sferze zjawisk. Poza tym
odkryt rachunek rézniczkowy, gdyz byt mu on potrzebny do opisu zjawiska
ruchu. Tym samym, oba te obszary staly sie rownoprawne.

Mechanika Newtona dokonuje syntezy obu tych obszaréow, w odroznie-
niu od metody Kartezjusza, ktéra polegala na redukcji obszaru obiektyw-
nosci do obszaru subiektywnosci. To w zasadniczy sposéb odrdznia metode
badawcza Newtona od metody Kartezjusza. Mechanika Newtona stata sie
istotnym, jesli nie gléwnym elementem nowozytnego modelu naukowosci.
W teorii tej faktem stata si¢ mozliwo$¢ polaczenia sfery subiektywnosci

6Tamze, 20-26.
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($wiata mysli, abstrakcyjnych teorii) i sfery obiektywnosci (Swiata material-
nego). Ta mozliwo$¢ wiazala sie z ciagloscia przejécia miedzy prawami me-
chaniki a prawami geometrii. R6znica miedzy geometria a mechanika spro-
wadzala sie wylacznie do stopnia Scistoéci 1 dokladnosci: mechanika zajmuje
sie przyblizona konstrukcja (w $wiecie materialnym) tego, co z dowolna do-
ktadnoécia zna i co w sposob $cisty bada geometria. Z jednej wiec strony
mechanika jest przyblizeniem geometrii, a z drugiej strony geometria jest
idealizacja mechaniki”.

Sadze, ze te projekty badawcze w znacznym stopniu okreslaja sposob
i styl uprawiania nauki nowozytnej. Mozna wiec méwié¢ o powstaniu w XVII
wieku nowozytnego modelu naukowosci.

3. NOWE IDEE W MATEMATYCE XIX WIEKU WYKRACZAJACE POZA
NOWOZYTNY MODEL NAUKOWOSCI

W matematyce XIX wieku mozna dostrzec powstanie wielu nowych me-
tod badawczych. W tym okresie zaczely rozwijaé sie nowe dzialy mate-
matyki. Dostrzezono problemy, ktére wczesniej nie uznawano za problemy
sensu stricto matematyczne. I nawet jesli wezedniej widaé¢ pewne zwiastuny
idei rozwazanych w XIX wieku, to jednak oryginalnos¢ i ptodno$¢ mate-
matykéw tego okresu jest niewatpliwa. Samo pojawienie sie w tak krotkim
okresie tylu genialnych matematykéw (np. Cauchy, Riemann, Cantor) jest
faktem, ktéry musi zastanawia¢. Fakt ten domaga si¢ wyjadnienia, musi by¢
jakas przyczyna tak gwaltownego rozwoju matematyki. Chcialbym teraz
przeanalizowaé kilka nurtéw w matematyce XIX wieku, ktére, jak sadze,
sa charakterystyczne dla matematyki tego okresu i zawieraja w sobie nie-
znane wczesniej elementy. Tymi nurtami sa: badania topologiczne, teoria
mnogoéci oraz program z Erlangen F. Kleina. Metody, ktore zaczeto sto-
sowa¢ w ramach tych wtaénie nurtéw wykraczaly poza nowozytny model
naukowosci.

U podloza tych nowych jakosciowo metod w matematyce lezaly, jak sa-
dze, dwie podstawowe tendencje, ktére wystapity z pelng sita w pierwszej
potowie XIX wieku.

1. Pierwsza z tych tendencji byla che¢ uscislenia podstaw analizy mate-
matycznej. Wiek XVII i XVIII to okres intensywnego rozwoju analizy (po
pracach Newtona i Leibniza), bez zwracania zbytniej uwagi na jej podstawe.

"M. Heller, J. Zycinski, Wszechswiat — maszyna czy mysl?, PTT: Krakéw 1988, 76—
82.
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Kiedy jednak rozrastajacy sie gmach analizy matematycznej zaczal natra-
fia¢ na trudne do rozwiazania problemy i wewnetrzne sprzecznosci uznano,
ze nalezy okresli¢ podstawowe pojecia analizy, poda¢ ich $ciste definicje
i na tej podstawie przeprowadza¢ dopiero dalsze rozwazania oraz formuto-
waé i dowodzi¢ twierdzenia. Ten okres rygoryzacji przebiegatl pod haslem
sarytmetyzacji analizy”. Wielu wybitnych matematykéw takich jak: Cau-
chy, Abel, Bolzano, Riemann, Weierstrass itd. brato w tym udzial®. Wtedy
to podano definicje ciagtosci, granicy, funkcji, calki, pochodnej itd. Program
ten w duzej mirze przebiegal w duchu idealu naukowosci, ktéry okreslony
byl przez metody stosowane w okresie nowozytnym. Jest jednak przynaj-
mniej jeden element, ktéry poza ten ideal wykraczal. Elementem tym jest
metoda (nazwe ja ,zasada graniczna”), ktéra byla w pewnym sensie odwré-
ceniem stynnej zasady ciagglosci Leibniza:

»W kazdym domniemanym przejSciu konczacym sie na jakims$ kresie,
dozwolone jest ustanowienie pewnego ogdlnego rozumowania, ktorym objac
mozna takze koficowy kres” (lub inaczej: ,,jesli uporzadkowane sa dane, to
uporzadkowane sa tez szukane”?).

Zasade graniczng mozna sformutowaé w nastepujacy sposéb: Jesli mamy
uktad elementéw i dokonamy na tych elementach pewnej ,nieskonczonej”
operacji (np. przejécie do granicy lub utworzenie z nich jakiej$ nowej struk-
tury), to element, ktéry otrzymamy jako wynik tej operacji moze mieé za-
sadniczo inne wlasnoéci, niz elementy wyjsciowe. Wazne jest Scisle okreslenie
danej operacji.

Zasade te stosowal np. Cauchy i stala sie ona istotnym skladnikiem
umozliwiajacym przeprowadzenie dowodu hipotezy Leibniza (granica ciagu
funkcji ciagtych jest funkcja ciagla) po uprzednim podaniu definicji ciaglo-
$ci i granicy; w konsekwencji stala sie ta zasada przyczyng odkrycia bledu
w dowodzie hipotezy Leibniza i doprowadzita do pojawienia si¢ pojecia jed-
nostajnej zbieznoéci'®.

Aby dostrzec zasadnicza réznice miedzy zasada ciaglosci Leibniza a za-
sada graniczna, zwroémy uwage na pojecie sumy nieskonczonej ilosci liczb
(pojecie szeregu liczbowego). Dla Eulera, ktory stosowal zasade ciaglodci,
wszystkie szeregi byly zbiezne, tzn. suma dowolnego uktadu liczb musiata
by¢ liczba, np.

8C. B. Boyer, Historia rachunku réiniczkowego i catkowego, PWN: W-wa 1964, 377—
418.

9G. W. Leibniz, Early Mathematical Manuscripts, Chicago 1920, 147.

101, Lakatos, Proofs and Refutations, Cambridge 1976, 127-134.
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LTI DU IV S
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Zobaczmy, jak idea ta wiaze si¢ z nowozytnym modelem naukowosci.
Poniewaz pojecie liczb i ich przeliczalnej sumy jest czym$ bezposrednio uj-
mowalnym przez umyst, wiec jest nim réwniez pojecie szeregu liczbowego
tzn. musi istnie¢ to, co jest jasno i wyraznie postrzegane przez umyst —
musi wiec istnie¢ suma jasno i wyraznie postrzeganego szeregu liczbowego.

Natomiast przy zastosowaniu zasady granicznej mamy nastepujaca sy-
tuacje. Pojecie szeregu liczbowego okresla pewna strukture dzieki definicji
pojecia nieskonczonego sumowania (definicja zbieznosci szeregu). Struktura
ta nie musi by¢ uchwytna dla umyshu, nie musi réwniez posiadaé¢ tych sa-
mych wlasnosci co elementy skladowe tej struktury (np. sumowane liczby).
Powstata struktura jest materialem do analizy dla umystu. Badajacy te
strukture umyst musi dostrzec jej wlasnoséci oraz zaleznosci miedzy ele-
mentami tej struktury. Nowo powstala struktura staje si¢ wiec cze$ciowo
niezalezna od umystu, ktéry w gruncie rzeczy ja stworzyl. Zgodnie z mo-
delem nowozytnym matematyka jest po prostu konstrukcja umystu, nato-
miast w schemacie okre$lonym przez zasade graniczna, konstruuje sie pewne
struktury (caltosci), ktére dopiero trzeba poznawaé i badaé. W jaki$ dziwny
sposob splataé sig zaczyna ze sobg racjonalizm i empiryzm (umyst nie po-
siada mozliwoéci intuicyjnego ujecia skonstruowanego przez siebie obiektu
— musi go badaé, jakby to byl obiekt empiryczny, niezalezny od niego).
W tym wlasnie uwidacznia si¢ idea metody nowo ksztaltujacego si¢ modelu
naukowosci: skonstruowana matematyczna struktura moze mie¢ nowe wia-
snosci, ktére wezedniej nie wystepowaly i nie byly w ogéle brane pod uwage;
te wlasnoéci trzeba dopiero poznaé przy pomocy nowych metod i badan.

2. Druga tendencja byt spor pomiedzy zwolennikami geometrii syntetycz-
nej a zwolennikami geometrii analitycznej. Pierwsi z nich odrzucali z roz-
wazan geometrycznych wszelkie wspolrzedne liczbowe uwazajac, ze mozna
wypracowaé zupelnie wystarczajace dla konstrukeji geometrii metody czy-
sto geometryczne. Glownym przedstawicielem geometrii syntetycznej jest
von Staudt (réwniez Monge, Pancelet), a geometrii analitycznej wieku XIX
Cauchy, Plucker i Mobius. Spér ten byl sporem charakterystycznym dla
modelu nowozytnego. Jedna i druga szkota szukala podstaw, ktére bylyby
w pelni i bezposrednio dostepne dla umystu — z jednej strony w formie
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intuicji przestrzennej, a z drugiej w formie prostych myslowo operacji na
liczbach.

Przy okazji tego sporu pojawilto sie znaczenie interpretacji geometrycz-
nych dla wyjasniania probleméw analizy czy algebry. Dokladniej chodzito
o przedstawianie liczb zespolonych jako punktéw plaszczyzny R?. To, co
w ramach wyobrazen zwigzanych z prosta rzeczywista wydawalo sie¢ uro-
jone, stawalo sie w pelni rzeczywiste przy przejsciu o wymiar wyzej.

Chcialbym jednak zwréci¢ uwage na inne znaczenie tego wtasnie nurtu
w matematyce. Mozliwos¢ dokonywania interpretacji geometrycznej obiek-
tow, ktore pojawialy sie w ramach innych struktur matematycznych, mogta
nasuwac skojarzenie, ze obiekty te maja sens niezaleznie od tych interpre-
tacji. Po prostu sama struktura, ktéra dane obiekty tworzyly, byta wystar-
czajaca do uznania tych obiektéw za matematycznie wazne, bez odwotywa-
nia sie do intuicji czy do wyobrazni. W przypadku liczb zespolonych rzecz
wyglada w ten sposéb, ze plaszczyzna R? stanowi model dla tych liczb,
maja one rowniez pewna strukture algebraiczna, ale sa to przede wszyst-
kim liczby, a wiec pewne obiekty posiadajace wlasna podstawows struk-
ture, ktéra moze by¢ dopiero ewentualnie modelowana czy interpretowana.
Te dwa nurty w matematyce XIX wieku mialy bardzo istotny wplyw na
powstanie nowych metod badawczych, a w konsekwencji byly przyczyna
powstania nowych dzialéw matematyki.

4. DZIALANIE NOWOZYTNEGO MODELU NAUKOWOSCI NA PRZYKLA-
DZIE METOD NAUKOWYCH LEIBNIZA

Leibniz, podobnie jak Kartezjusz, chcial zrealizowaé¢ ideal nauki uniwer-
salnej!!. Nauke te nazywal ,charakterystyka kombinatoryczng”. Idea tej
nauki byla &cisle zwiazana z teorig poznania Leibnizal2.

Monady, wedlug Leibniza, to byty proste zdolne do dziatania. Kazda
monada jest zupelnie oddzielona od innych monad, a jej dziatanie polega
na spontanicznych spostrzezeniach. Monada poznaje wylacznie harmonie
przedustawna ustanowiona przez Boga. W monadzie, jak w mikrokosmo-
sie, odbija si¢ caly swiat. Monady sa na réznym stopniu doskonalosci —
stopien doskonalosci zalezy od stopnia mozliwosci poznawania zasady har-
monii przedustawnej i dlatego najdoskonalszg monada jest Bog. Przejscie

1IM. Gordon, Leibniz, W—wa 1974, 245-250; Zob. tez G. W. Leibniz, Wyznanie wiary
filozofa, W—wa 1969, 67-74; A. P. Juszkiewicz (red.), Historia matematyki, W—wa 1976,
t. 2, 273-274.

12G. W. Leibniz, Wyznanie wiary filozofa, W—wa 1969, 297-317.
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od jednego spostrzezenia do drugiego dokonuje sie nieustannie i w sposéb
ciagly. Poniewaz monady (oprécz Boga) nie poznaja w sposéb doskonaly
(ich spostrzezenia nie sa catkiem wyrazne), wiec pojawia sie bardzo istotny
podzial na prawdy faktyczne (tzn. przypadkowe — poznawane sg poszcze-
gblne elementy mechanizmu $wiata, a nie sama zasada funkcjonowania tego
mechanizmu) oraz analityczne, rozumowe (tzn. konieczne i wieczne, ktére
przedstawiaja zasade harmonii przedustawnej). Im doskonalszy umyst, tym
wiecej poznaje w sposOb analityczny, a mniej w sposéb faktyczny — wiedza
Boga jest czysto analityczna (tozsamosciowa).

Wréémy teraz do idei charakterystyki uniwersalnej. Poniewaz czlowiek
ma dostep do pewnych prawd analitycznych (wedtug Leibniza), nalezy wiec
wybraé niewielka liczbe prostych pojeé, ktorych tresé poznawana jest przez
rozum w mozliwie najwyrazniejszy sposob i przypisa¢ tym pojeciom w spo-
s6b jednoznaczny symbol tzn. ich charakter. Majac juz takie charaktery,
mamy w swoim reku prawdy analityczne jako konkretne zwigzki pomie-
dzy charakterami, odkrywane w sposéb bezposredni przez rozum. Znajac
prawdy analityczne, znamy zasade harmonii przedustawnej, a wigc znamy
zasade funkcjonowania i strukture wszystkich istniejacych bytow. Przez od-
powiednig kombinacje symboli odpowiadajacym prostym pojeciom, mozemy
otrzymac kazda idee, kazda mysl, kazde zdanie.

Leibniz probowal zrealizowaé te idee, pracujac w zakresie logiki matema-
tycznej (préoba formalizacji myslenia) — bez wiekszego zreszta powodzenia.
Poniewaz, podobnie jak dla Kartezjusza, czyms pozytywnym bytla dla niego
prostota rachunkéw arytmetycznych, wiec podal idee rachunku geometrycz-
nego; nazwal ten rachunek analiza polozenia (analysis situs), w ktérym role
liczb pelnia figury geometryczne, a odpowiednikiem dziatan na liczbach jest
wzajemne polozenie figur geometrycznych. Idea ta (podobnie zreszta jak
idea logiki matematycznej) zostala rozwinieta w XIX i w XX wieku w po-
staci topologii.

Istnieje jeszcze trzeci punkt, w ktérym Leibniz prébowal zrealizowaé idee
charakterystyki uniwersalnej (kombinatorycznej) a dotyczy on rachunku nie-
skoniczenie malych; tutaj jego prace zakonczyly sie czeSciowo powodzeniem.
Jako tworca rachunku nieskonczenie matych stal sie Leibniz, obok New-
tona, wspéttworca rachunku rézniczkowego i catkowego. Zgodnie ze swoja
idea charakterystyki uniwersalnej Leibniz wyszedl od dwoch podstawowych
pojeé: pojecia sumy nieskonczenie malych (pojecie to wystepowalo przy ob-
liczaniu pdl i objetosci figur) oraz pojecia nieskoniczenie malych réznic (to
pojecie byto wykorzystywane natomiast przy znajdywaniu réwnan stycz-
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nych do krzywych). Pojeciom tym przypisal symbole: ,,[” (symbol catki),
dla oznaczenia sumy nieskoficzenie malych i ,dz” (symbol rézniczki), dla
oznaczenia nieskonczenie malych réznic. Cata analiza matematyczna miala
by¢ sprowadzona do odpowiedniej kombinacji tych pojeé, zgodnie oczywiscie
z przyjetymi regutami operowania nimi (reguly rézniczkowania i catkowa-
nia).

Aby lepiej zrozumieé¢ nowa idee metody, ksztaltujaca sie w XIX wieku
i jej zasadnicza odmienno$¢ od nowozytnej idei metody spdjrzmy na to,
w jaki sposéb dowodzi Leibniz pewnych wlasnosci i twierdzen w ramach
tworzonego przez siebie rachunku rézniczkowego. Leibniz stosuje oczywi-
$cie zasade ciaglosci — jest ona dla niego pomostem miedzy rézniczkami
(a wiec wielkosciami nieskonczenie malymi) a rzeczywistoscia. ,,Tymczasem
pojmujemy nieskonczenie mata nie jako zero proste i absolutne, lecz jako
zero wzgledne, to znaczy jako wielkosé znikajaca, ktora jednak zachowuje
charakter tej, ktéra znika” 3. Przypisywal wiec Leibniz rézniczkom pewne
Jrzeczywiste” wlasnoéci, jakie przystugiwaly innym wielko$ciom, jednak za-
razem chcial uniknaé operowania tymi wielko$ciami (tzn. sadzil, ze rézniczki
sa na tyle realne, ze przystuguja im pewne wtasnosci, lecz jednak nie na
tyle, aby mozna wykonywaé na nich operacje jak na liczbach). Dlatego tez
uzywal symboli d(x) i d(y) dla oznaczenia réznic skoficzonych i na tych sym-
bolach wykonywat obliczenia. Dopiero po zakonczeniu rachunkéw opuszczal
nawiasy i wynik otrzymywal dla rézniczek dx i dy. Uwazal, ze tego typu
sztuczka jest dopuszczalna, gdyz stosunek % zawsze mozna sprowadzi¢ do

stosunku %. Nie mial wiec Leibniz co do tego watpliwosci, ze istotny jest

stosunek d rézniczek %, a nie same rézniczki. Jednak znowu jak poprzed-
nio, nie traktowat tego stosunku jako pewnej nowej wielkosci, ktora miataby
sens sama w sobie. Innymi stowy, tak jak rézniczka byla nieskonczenie mata
roznica, ktéra miala zawiera¢ w sobie wlasnoéci réznic skonczonych, tak
rowniez pochodna byla wytacznie stosunkiem rézniczek i musiata posiadac
ich wtasnodci.

Pojecia, ktore otrzymuje sie¢ w wyniku takich nieskonczonych operacji
(np. operacji przejscia do granicy) maja sens tylko o tyle, o ile sa w stanie
wchlongé w siebie wlasnoéci pojeé, ktore je okreslaja. Fakt, ze rozniczka
miala dla Leibniza znaczenie sama w sobie, wynikal z jego przestanek filo-
zoficznych (byla matematyczna monada), a nie z uznania jej za pojecie pod-
stawowe z czysto matematycznego punktu widzenia. Sadze, ze w tym czasie

13C. B. Boyer, Historia rachunku rézniczkowego i catkowego, PWN: W—wa 1964, 311.
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istniato tylko jedno ,,podstawowe” pojecie matematyczne — bylo to pojecie
liczby. To pojecie byto juz w jakis sposéb zadane w intuicji matematycznej.
Zauwazmy, ze gdy pitagorejczycy probowali budowaé algebre geometryczna
(po niepowodzeniach geometrii algebraicznej) i za podstawowe pojecie no-
wej matematyki przyjeli punkt, to okredlili go jako liczbe majaca polozenie
— wiec réwniez w pojeciu punktu odwotywali sie do pojecia liczby.

Przyjmujac natomiast zasade graniczna jako podstawe budowania mate-
matyki, uwazamy obiekty matematyczne otrzymane w wyniku nieskonczo-
nych operacji za obiekty majace znaczenie same w sobie, bez odwolywania
sie do tych poje¢, na podstawie ktorych powstaly. Wyjadnie to dokladniej
przy opisie powstania teorii mnogosci czy topologii.

5. BADANIA TOPOLOGICZNE

Teraz chcialbym przedstawié jakie idee i w jaki sposob wplynely na
powstanie metod topologicznych, a co wazniejsze ukazaé, ze w metodach
tych tkwity elementy wykraczajace poza nowozytny model naukowosci.

Mozna wskazaé trzy podstawowe zrédla, z ktérych wytonila sie topolo-
gia. Jednym z nich sa badania dotyczace funkcji zespolonych f(z+iy) = iv.
Badania te rozpoczal Riemann w swojej rozprawie doktorskiej, ktéora uka-
zala sie w 1851 roku'4. W badaniach tych miedzy innymi chodzilo o to, aby
podaé takie warunki na funkcje zespolona, aby powodowaly one, ze funkcja
ta przeksztalcalaby dany obszar plaszczyzny (tzn. zbiér spéjny i otwarty)
na inny obszar. Te warunki (miedzy innymi tzw. warunki Cauchy’ego—
Riemanna) doprowadzily do powstania funkcji analitycznej. Natomiast roz-
patrywanie funkcji analitycznych wieloznacznych doprowadzitlo do powsta-
nia pojecia powierzchni riemannowskiej. W przypadku funkcji wieloznaczne;j
otrzymujemy cala wiazke takich powierzchni. Dana funkcja wieloznaczna
wrozpada si¢” wiec na klase funkcji jednoznacznych (kazda z takich funkcji
otrzymujemy, gdy ograniczymy jej zbiér wartoéci do jednej z powierzchni
riemannowskich). Funkcje nalezace do tej klasy maja wsp6lna strukture —
jest nia struktura topologiczna. Oznacza to, ze powierzchnie riemannow-
skie danej funkcji wieloznacznej sa miedzy soba homeomorficzne. Riemann
dostrzegl potrzebe badan topologicznych powierzchni odkrytych podczas
analizy funkcji zespolonych i rozpoczal te badania wprowadzajac pojecie

4B, Riemann, Gesammelte mathematische Werke, Leipzig 1876, 3-43; N. Bourbaki,
Elementy historii matematyki, PWN: W—wa 1980, 117-182.
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Hliczb Bettiego” powierzchni — liczby te sa niezmiennikami topologicznymi
i tym samym daja charakterystyke topologiczna powierzchni.

Zauwazmy zreszta, ze pojecie struktury topologicznej pojawia sie juz
przy geometrycznej interpretacji liczb zespolonych. Majac dwie dowolne
liczby zespolone (na plaszczyznie) mozna przej$é od jednej z nich do drugiej
w sposéb ciagly na nieskonczenie wiele sposobéw (inaczej, niz w przypadku
dwéch punktéw na prostej, gdzie przejscie ciagle od jednego punktu do
drugiego jest jednoznaczne). O mozliwosci interpretacji geometrycznej liczb
zespolonych na plaszczyznie 1 o kwestii nieskoficzenie wielu odwzorowan
ciagltych przeksztalcajacych jeden punkt w drugi pisal Gauss w 1812 roku
w licie do Bessela'®. W tym spostrzezeniu tkwi juz zalazek metod topo-
logicznych. Z punktu widzenia mozliwosci pewnych ciagltych przeksztatcen
plaszczyzna ma znacznie bogatsza strukture niz prosta. Wskazuje to na za-
sadniczg réznice miedzy prosta a plaszczyzna w ,,pewnym sensie” — tym
sensem jest struktura topologiczna (nie mozna przej$é w sposéb topolo-
giczny z prostej na plaszczyzng).

Drugim zrédlem topologii jest teoria réwnan rézniczkowych, w tym
szczegblnie stynny problem z mechaniki nieba dotyczacy oddzialywania
trzech cial. W klasycznej fizyce Newtona prawo grawitacji dotyczy oddzia-
lywania dwéch mas, ktére znajduja sie w pewnej odleglosci od siebie (sila
oddzialywania jest wprost proporcjonalna do iloczynu tych mas, a odwrotnie
do kwadratu odleglosci ich $rodkéw). Pojawienie si¢ trzeciej masy oddzia-
hujacej z tymi dwoma prowadzi do pewnych probleméw. Zalézmy, ze mamy
masy mq,ms, ms. Nie mozna rozpatrywaé¢ oddzialywania masy np. mi na
mase ms, bez uprzedniego uwzglednienia oddzialtywania masy mgs na masy
my i ma, (lecz to oddzialywanie domaga si¢ znéw uprzedniego uwzglednie-
nia oddzialywania masy m; czy ms na pozostale masy). Widzimy wiec,
ze to oddzialywanie trzeba potraktowac¢ calosciowo; nie ma mozliwosci roz-
lozenie tego wzajemnego oddzialywania trzech mas na trzy oddzialywania
dwéch (mq, z ma, my z m3 i ma z mg). Najprostszym rozwiazaniem byloby
zastapienie dwoch mas przez jedna hipotetyczna, bedaca ich suma, ktérej
$rodek znajdowalby sie np. w éredniej arytmetycznej $rodkéow mas wyjscio-
wych. Jednak takie rozwigzanie prowadzi do wynikow nie catkiem zgodnych
7 obserwacjami.

Przez dtuzszy czas probowano ten problem rozwigzaé. Zajmowali sie
nim, miedzy innymi, Lagrange (podal czesciowe rozwiazanie) i Weierstrass

15C. F. Gauss, Werke, Bd. 8, Gottingen 1870-1927, 90-91; N. Bourbaki, Elementy
historit matematyki, PWN: W—wa 1980, 203-204.
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(bez wigkszego powodzenia). Weierstrass dostrzegl, ze do rozwiazania tego
problemu nie wystarcza metody klasyczne, ze trzeba calkiem nowych me-
tod. W koncu Poincare zauwazyl, ze rozwiazanie tego problemu domaga sie
rozwiazania pewnych zagadnien natury topologicznej tzn. zagadnien doty-
czacych wzajemnego polozenia rozpatrywanych cial. Po prostu inng struk-
ture topologiczng posiada uklad, w ktérym pewne rézne elementy sa ,nie-
rozdzielalne” (jak w przypadku zastapienia dwéch mas przez jedna hipote-
tyczna) a inna uklad, w ktérym wszystkie rézne elementy sa ,rozdzielalne”
(edy wszystkie trzy masy traktujemy jako trzy niezalezne 7rédla grawi-
tacji oddzialujace wzajemnie na siebie). Aby ten problem rozwiazaé trzeba
uwzglednié¢ wiec réznice w strukturze topologicznej tych dwoch przypadkdw.
Problem trzech cial prowadzil do réwnan rézniczkowych, ktérych rozwiaza-
nie wymagalo rozwoju teorii niezmiennikéw catkowych, a w prostej linii
prowadzilo do teorii miar niezmienniczych na grupach topologicznych'®.

Trzecim zrédlem, z ktérego wylonily sie problemy topologiczne, byla
geometria.

Bardzo istotne dla powstania topologii byly analizy zwiazane z twier-
dzeniem Eulera'”. Twierdzenie to méwi, ze suma écian i wierzcholkéw do-
wolnego wielo$cianu wypuktego, pomniejszona o liczbe jego krawedzi, réwna
sie 2. Prébowano uogolni¢ to twierdzenie. Francuski mechanik i matematyk
Louis Poinsot w pracy O wielokgtach i wieloScianach pokazal, ze dla pew-
nych gwiazdzistych wielo$cianéw ma miejsce inny zwiazek rézniacy sie od
zaleznosci wymaganej przez twierdzenie Eulera. Réwniez Cauchy w Bada-
niach na temat wieloscianow wskazal przyktady wieloScianéw nie odpowia-
dajacych zaleznoéci Eulera'®. Okazalo sie, ze dang zaleznoéé typu Eulera
okreéla pewna klase wieloécianéw homeomorficznych. I tak np. wyjsSciowe
twierdzenie Eulera jest prawdziwe dla wszystkich wieloScianow, ktorych po-
wierzchnie sa homeomorficzne ze sfera.

Spéjrzmy na zaleznoéé Eulera w nieco inny sposéb. Zaleznosé ta uka-
zuje, ze rézne wieloSciany, majace zupelnie rézna strukture geometryczna,
algebraiczna itd., maja jednak pewna wspdlng podstawowsa ceche — jest nia
ten sam wzor wiazacy liczbe wierzchotkéw, krawedzi i Scian tych wieloscia-
néow. W momencie pojawienia si¢ wzoru Eulera, w matematyce nie znano
takiej struktury, ktora bytaby odpowiedzialna za istnienie tego podobien-

16W. 1. Arnold, Metody matematyczne mechaniki klasycznej, W—wa 1981, 371-387.

17A. P. Juszkiewicz (red.), Historia matematyki, W—wa 1977, 219-222.

18 A. P. Juszkiewicz (red.), Matematika XIX wieka (Gieomietria Tieoria analiticzeskih
Sunkcij), Izdatelstwo Nauka: Moskwa 1981, 97-98.
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stwa. Badania, ktére z jednej strony szty kierunku poszukiwania dowodu
twierdzenia Eulera (to twierdzenie bylo na poczatku traktowane jako hi-
poteza), a z drugiej strony na szukaniu kontrprzykladéw do tej hipotezy,
doprowadzily w koncu do podania klasyfikacji topologicznej wieloScianow.
Tym samym znaleziono podstawe, ktora odpowiadata za prawdziwos¢ wzoru
FEulera dla figur geometrycznych majacych zupelnie inng strukture matema-
tyczna (do tamtej pory) — ta podstawa byla topologia.

Innym problemem geometrycznym, ktéry naprowadzil na rozwazania to-
pologiczne, byto stynne zadanie Eulera o ,mostach krélewieckich”!?. W Kré-
lewcu, w czasach Eulera, na rzece Pregola znajdowaly si¢ dwie wyspy A i
B potaczone mostem. Wyspa A potaczona byla z kazdym brzegiem rzeki
dwoma mostami, a z wyspy B prowadzil na kazdy z brzegéw jeden most.
W sumie byto wiec siedem mostéw taczacych cztery rézne obszary. Zadanie
polegato na tym, aby przej$¢ przez wszystkie mosty dokladnie jeden raz.
Widaé, ze przy tym problemie nie istotna jest wielko$¢ oraz ksztalt obsza-
row, jak réwniez sposob ich polaczenia przy pomocy mostéw. Wazne jest
tylko ich wzajemne polozenie tzn. wazny jest fakt, ze obszary te sg roz-
dzielone oraz ile mostéw je laczy. Innymi stowy, problem sprowadzal sie
do znalezienia funkcji wzajemnie jednoznacznej i cigglej odcinka na pewna
krzywa, przy czym czterem obszarom odpowiadaja cztery punkty potaczone
siedmioma tukami, ktére odpowiadaja znéw siedmiu mostom (oczywiscie,
wzajemna jednoznaczno$¢ jest wymagana poza punktami rozgalezienia tej
krzywej). Jest to wiec problem czysto topologiczny znalezienia odwzorowa-
nia topologicznego jednej figury geometrycznej na inna.

Oczywiscie, wszystkie te rozwazania geometryczne (jak réwniez z za-
kresu mechaniki czy funkcji zespolonych) nie mogly doprowadzi¢ do powsta-
nia topologii jako galezi matematyki, gdyby nie uscislenie pojeé¢ granicy,
ciaglosci 1 funkcji ($cista definicja tych pojeé byla wynikiem wspomnia-
nego wcezesniej nurtu w matematyce XIX wieku dotyczacego arytmetyzacji
analizy) — pojecia te staly sie podstawowe w topologii, zreszta nie tylko
w topologii.

Na czym polegata nowos$¢ metod topologicznych w stosunku do modelu
nowozytnego (mozna powiedzie¢ w stosunku do matematyki klasycznej)?
Aby to zrozumieé¢ spdjrzmy na wypowiedZ Listinga (byl uczniem Gaussa
i pierwszy uzyl terminu topologia):

»,Pod pojeciem topologii bedziemy rozumie¢ nauke o modalnych zwiaz-
kach obrazéw przestrzennych lub o prawach spdjnoséci wzajemnego potoze-

A, P. Juszkiewicz (red.), Historia matematyki, W—wa 1977, 222-223.
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nia punktow, linii, powierzchni, cial i ich czeéci, lub ich zbioru w przestrzeni,
niezaleznie od zwiazku z miara i wielkoscia”2°.

Przez zwiazki modalne Listing rozumie te wlasnosci figur, ktére zacho-
wuja si¢ przy odwzorowaniach ciaglych. Topologia bada wigc, wedtug Li-
stinga, niezmienniki odwzorowan ciaglych (p6Zniej zawezono badania topo-
logii do niezmiennikéw odwzorowan wzajemnie cigglych).

W nowozytnym modelu naukowosci chodzilo o to, aby majac wtasno-
$ci pewnych obiektéw matematycznych wykonywaé na tych obiektach takie
operacje, ktéore daja pelna kontrole umystu nad zmiana rozpatrywanych
wlasnosci w trakcie tych operacji (wlasnosci obiektéw, jak réwniez operacje
matematyczne wykonywane na tych obiektach musialy by¢ jasne i wyrazne
dla umystu). W programie badan topologicznych co innego jest istotne.
Przy dokonywaniu pewnej matematycznej operacji mozemy otrzymacé zu-
pelnie nowa strukture, ktérej wlasnosci nie mieszcza sie we wlasnosciach
elementéw, na ktérych dana operacja byla wykonywana. Dlatego jest sens
wydzieli¢ niezmienniki danej operacji (w tym przypadku niezmienniki od-
wzorowan ciaglych) i utworzyé teorig, ktéra te niezmienniki bedzie badadé.
Zgodnie z przyjetym zalozeniem, badanie niezmiennikéw danej operacji rze-
czywiscie oddziela dana teorie¢ matematyczna od innej, gdyz obiekt powstaly
w wyniku danej operacji posiada réwniez wlasnosci, ktére wczesniej nie wy-
stepowaly, a do ktérych nie koniecznie musimy mie¢ dostep metodami danej
teorii. Jednak jest sens bada¢ obiekt wymykajacy sie¢ czeSciowo spod kon-
troli metod, ktére posiadamy. W duchu nowozytnego modelu naukowosci
badania takich obiektéw, nie bedacych pod pelna kontrola umystu, nie mia-
lyby zadnego sensu. Dzieki nowej idei metody, ktora pojawila sie w XIX
wieku, znoéw odrodzil sie problem platonizmu w matematyce. Chodzi o to,
ze konstruujemy obiekty, ktérych w pelni pozna¢ nie mozemy. Maja wiec
te obiekty obiektywna, niezalezna w pewnym stopniu od naszego umystu
forme istnienia. Wielu matematykéw XIX wieku (np. Riemann, Cantor,
Frege, Poincare) rozpoczeto wiec refleksje nad natura matematyki przyjmu-
jac nierzadko postawe platoniska (np. Cantor czy Frege).

6. TEORIA MNOGOSCI

Sadze, ze podobnie jak topologia, réwniez teoria mnogosci wykracza poza
nowozytny model naukowosci. Na czym polega ta nowosé¢ badan teoriomno-
gosciowych?

20J. B, Listing, Predwaritelnye issledowania po topologii, Moskwa 1932, 35.
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Przez cale wieki czym$ paradoksalnym wydawata si¢ mozliwo$¢ nieskon-
czonej podzielnosci wielkosci rozciaglej. Eleaci ,,dowodzili” niemozliwosci
tego podziatu, gdyz w wyniku tego dzielenia otrzymaliby$my elementy nie
posiadajace wielkosci, co wedlug nich bylo niemozliwe. Wynika z tego, ze
niemozliwe jest, aby np. prosta mozna bylo traktowaé jako zbior punktdw.
Ten sposob rozumowania kryje w sobie nastepujace zalozenie: jesli pewne
elementy grupujemy w jakas caloé¢, to calo$é ta nie moze posiadaé wlasno-
$ci, ktoérych nie posiadaja elementy ja tworzace; i réwniez inaczej: dzielac
pewna calo$é na elementy sktadowe nie mozemy otrzymac elementu, ktory
mialby wlasnosci jakich nie posiadalaby wyjsciowa catosé. Widzimy, ze jest
to zaprzeczenie zasady granicznej, o ktérej pisalem wczesniej i ktéra wedlug
mnie stala sie jednym z gléwnych elementéw powstania matematyki niekla-
sycznej (tzn. matematyki wykraczajacej poza nowozytny model naukowo-
$ci). W zasadzie granicznej tkwi wiec idea metody nowo ksztaltujacego sie
modelu naukowo$ci.

Spojrzmy jak zasada graniczna ksztaltuje schemat, w ktérym powstata
teoria mnogosci. Przyjrzyjmy sie definicji zbioru, podanej przez Cantora:
»Przez zbiér rozumiemy zgrupowanie w jedna calo$¢ wyraznie réznych
przedmiotéw naszej intuicji lub naszej mysli”; lub: ,,Kazdy zbiér dobrze
odréznionych rzeczy moze by¢ traktowany jako jednolita rzecz dla siebie”2!.

Definicje te wydaja si¢ bardzo nieprecyzyjne. Jednak zawieraja pewien
istotny element. Dla Cantora do tego, aby utworzy¢ z pewnych elementéow
jaki§ zbior, wystarczy mieé¢ kryterium pozwalajace rozdzieli¢ te elementy
(,wyraznie rézne przedmioty naszej intuicji”) — i to w zupelnosci wystar-
czy. Te elementy nie musza mie¢ wspolnej wlasnosci zezwalajacej dopiero na
tworzenie z nich pewnej catosci. Tym samym nie znane sa a priori wlasnosci
zbioru, ktory otrzymamy w wyniku pewnej operacji. Te wlasnosci trzeba do-
piero poznaé¢ analizujac sam zbidr i jego konstrukcje. Nowo skonstruowany
zbiér moze zawiera¢ w sobie caly §wiat nowych, nieznanych uprzednio wta-
snosci.

Zobaczmy jak w tym ujeciu powstaje zbior liczb naturalnych. Jesli przyj-
mujemy zasade, ze do utworzenia jakiego$ zbioru trzeba znaé¢ wlasnoéci jego
elementéw, to wtedy pojecie zbioru (wszystkich) liczb naturalnych nie ma
sensu. Wynika to z tego, ze z powodu nieskoniczonej ilosci liczb naturalnych
nie mozemy zna¢ wlasnosci ich wszystkich. Stad bralo sie odrzucenie nie-
skonczonosci aktualnej jako takiego pojecia, ktére przeczylo tej zasadzie.

21G. Cantor, Gessammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen In-
halts, red. E. Zermelo, Springer Verlag: Berlin—-Heidelberg—-New York, 1980, 282.
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Zgodnie z definicja Cantora nie ma przeszkéd dla utworzenia zbioru liczb
naturalnych — sa rozréznialne i to wystarczy. Fakt rozréznialnosci liczb
naturalnych wynika z tego, ze kazda z nich sktada sie¢ z rbéznej liczby je-
dynek. Mimo tego, ze nie znamy wlasnosci wszystkich liczb naturalnych,
to jednak znamy zasade tworzenia kolejnych dowolnie duzych liczb. Liczby
naturalne tworza wiec pewna strukture — te strukture mozemy traktowac
jako obiekt matematyczny bedacy nowa jakoscia w stosunku do tworzacych
go elementow.

Spojrzmy jak dalej dziala ,zasada Cantora” konstrukcji zbioréw. Otrzy-
mawszy zgodnie z powyzsza zasada cala rodzing zbioréw szukamy najprost-
szego kryterium, ktére umozliwialoby rozréznienie zbioréw nalezacych do
pewnej klasy, nie koniecznie wskazujac na wlasnosci tych zbioréw. Tym kry-
terium okazuje sie odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne pomiedzy zbio-
rami tzn. dwa zbiory A i B zaliczamy do tej samej klasy, jesli istnieje funkcja
f wzajemnie jednoznaczna odwzorowujaca zbiér A na zbiér B. Zauwazmy,
ze funkcja o takiej wlasnosci nie domaga sie zadnych konkretnych wtasnosci
zbioréw A i B, jednak jest w stanie je rozrézni¢ — jesli zbiory A i B sa
rézne, to funkcja f nie jest tozsamosciowa.

Tak otrzymane klasy nazywa Cantor liczbami kardynalnymi. Oczywiscie,
kryterium rozrézniajace zbiory A i B moze wskazywaé (lecz nie musi) na
pewne wlasnosci tych zbioréw. Tak jest w przypadku liczb porzadkowych,
ktére powstaja analogicznie jak liczby kardynalne, jednakze funkcja wzajem-
nie jednoznaczna bedaca podstawa otrzymania tych liczb musi zachowywaé
porzadek istniejacy na zbiorach A i B. Jesli wiec istnieje kryterium rozréz-
nienia pomiedzy pewnymi elementami, to jest to warunek wystarczajacy do
tego, aby te elementy traktowaé jako jednolita calosé. Brak takiego kryte-
rium uniemozliwia natomiast tworzenie takiej catosci. I tak np. nie istnieje
zbioér wszystkich zbioréw, bo nie jest mozliwe wskazanie kryterium, ktoére
by rozréznialo wszystkie mozliwe zbiory. Cantor uwaza, ze réwniez w przy-
padku tworzenia zbioréw skonczonych nie mozna wskazaé innego kryterium
oprocz kryterium wyraznego rozrézniania elementéw tworzacych dany zbidr
tzn. zbiory nieskonczone maja takie same prawo do istnienia jak zbiory skon-
czone. Zobaczmy, co pisze sam Cantor na temat ,wieloéci nieskoniczonych”
(tzn. liczb kardynalnych nieskoniczonych).

,Czy nie byloby do pomyslenia, ze juz te wielosci sa, sprzeczne i ze
sprzeczno$¢ przyjecia tego, iz wszystkie te elementy tworza pewna calos$é
jeszcze tylko nie zwrocita na siebie uwagi? Moja odpowiedz na to brzmi, ze
pytanie to nalezy rowniez rozszerzy¢ na wielosci skonczone i ze doktadne roz-
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wazanie prowadzi do nastepujacego wyniku: nawet dla wielosci skoniczonych
nie da si¢ przeprowadzi¢ ‘dowodu’ ich ‘niesprzecznosci’. Innymi stowy: fakt
‘niesprzecznosci’ wielosci skoficzonych jest prosta, niedowodliwg prawda,
jest ‘aksjomatem arytmetyki’ (w starym sensie tego stowa). Tak samo nie-
sprzeczno$¢ wielosci, ktérym przypisuje alefy jako liczby kardynalne jest

aksjomatem rozszerzonej arytmetyki pozaskonczonej”?2.

7. PROGRAM Z ERLANGEN

W 1872 roku niemiecki matematyk F. Klein oglosil program w geome-
trii?3, ktéry — jak sadze — mial w istocie swojej wiele wspélnego z progra-
mem Cantora budowy teorii mnogosci czy z ideg metod topologicznych.
Uwazam, ze w programie Kleina w sposéb najbardziej wyrazny zostala
przedstawiona idea metody nowo ksztaltujacego sie modelu naukowosci.
Przyjrzyjmy sie doktadniej Rozwazaniom poréwnawczym o nowszych bada-
niach geometrycznych, gdzie F. Klein przedstawia swoja koncepcje.

Klein wychodzi od spostrzezenia, ze istniejg przeksztalcenia, ktore nie
zmieniajg wlasnosci pewnych figur geometrycznych. Za podstawowe wlasno-
$ci uznaje tzw. wlasnosci geometryczne tzn. wtasnosci niezalezne od poto-
zenia, wielkoSci bezwzglednej i od porzadku. Istnieja pewne przeksztalcenia
(przesuniecia, obroty, symetrie, podobienstwa), ktére nie zmieniaja wlasno-
$ci geometrycznych. Co wiecej, przeksztalcenia te tworza grupe, ktora Klein
nazywa grupa gltéwna. Mozna wiec traktowaé geometrie elementarna jako
teorie badajaca te wlasnosci figur geometrycznych, ktére nie zmieniaja sie
pod dzialaniem grupy gtéwnej.

Zauwazmy co dzieje sie, gdy zamiast grupy gtéwnej bedziemy rozpatry-
wac pewna jej podgrupe np. podgrupe wszystkich przeksztalcen zachowuja-
cych dlugosci odcinkéw (tzn. izometrii). Oczywiscie, wieksza ilosé wlasnosci
figur jest zachowywana przy izometriach, niz przy przeksztalceniach grupy
gléwnej (obszerniejszej od izometrii). Oznacza to, ze struktura przestrzeni
w stosunku do grupy gléwnej jest ubozsza (badamy mniej wlasnosei), niz
struktura przestrzeni w stosunku do grupy izometrii. Mozna jednak sztucz-
nie wzbogaci¢ strukture przestrzeni, w przypadku grupy gtdéwnej, o dodat-
kowy element, ktéry jest zarazem elementem stalym grupy izometrii. Otrzy-

22Tamze, 249; tekst polski w tt. R. Murawskiego na podstawie: Filozofia matematyki
(antologia tekstéw klasycznych), red. R. Morawski, Poznan 1986, 174.

23Program ten zostal ogloszony z okazji wstapienia do senatu uniwersytetu w Erlangen
w 1872 r., a ukazal si¢ drukiem w: ,Mathematische Annalen”, 43 (1893); tekst polski w t1.
S. Dicksteina, ,Wiadomosci Matematyczne”, t. 4 (1900), 27-61.
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mujemy tym samym dwie réwnowazne sytuacje: ,,Jest jedno i to samo, czy
utwory przestrzenne badamy ze wzgledu na grupe gltéwna i dotaczamy do
nich punkt dany czy tez, gdy nie dotaczajac nic danego, zastepujemy grupe
gléwna przez grupe w niej zawarta, a ktorej przeksztalcenia punkt ten po-
zostawiaja bez zmiany” 2.

Zalézmy, ze mamy przestrzen geometryczng X i dzialajaca na niej grupe
izometrii I. Jedli dotaczymy do przestrzeni X dodatkowy element, ktérym
w tym przypadku moze by¢ odcinek o ustalonej dtugosci, to woéwczas prze-
strzen X wraz z tym ustalonym odcinkiem oraz z grupa gtéwng G dzialta-
jaca na rozszerzonej przestrzeni X, jest réwnowazna przestrzeni X z grupa
I. Mozna to zapisa¢ w inny sposéb: (X, I) ~ (X, d, G), gdzie d jest ustalong
metryka na przestrzeni X tzn. badanie przestrzeni X przy pomocy grupy
izometrii jest rbwnowazne badaniu przestrzeni X (wraz z ustalona struktura
metryczna) przy pomocy grupy gtéwnej. Na czym polega ta réwnowaznos¢?

Chodzi o to, ze mimo, iz przy dziataniu grupy gléwnej wielkosci figur
moga ulec zmianie, to jednak jest pewien element, ktorego wielkosé sie nie
zmienia (gdyz uznajemy go za element staly przeksztalcen grupy gléwnej).
Dzigki temu mozemy dalej poréwnywaé wielkosci figur (gdyz mamy wprowa-
dzona ustalona strukture metryczna). W przypadku rozpatrywania grupy
izometrii narzucenie na przestrzen takiej ustalonej struktury metrycznej
nie byto konieczne — wielkoéci figur mozna bylo poréwnywaé przy pomocy
przeksztalcen izometrycznych (odcinek A jest mniejszy od odcinka B, jesli
istnieje taka izometria k, ze k(A) C B. Mozemy jednak rozszerzy¢ grupe
gléwna 1 wéwezas ,[...] tylko cze$é wlasnosci geometrycznych zachowa sie
bez zmian. Pozostate wtasnosci nie sg juz wlasnoéciami utworéw przestrzen-
nych w sobie, lecz wlasnosciami uktadu, ktéry powstaje, gdy do niego dota-
czamy pewien utwor wyrézniony. Ten utwor szczegdlny, o ile jest oznaczony
okredla sie w ten sposéb, ze gdy przyjmiemy go za staly, to wtedy wsréd
przeksztalcen grupy danej, tylko przeksztalcenia grupy gtoéwnej dadzg sie
do tej przestrzeni stosowaé”2®.

Mozna na przykltad rozszerzyé¢ grupe gtéwng do grupy wszystkich prze-
ksztalcen rzutowych. Wéwcezas geometria rzutowa staje sie teorig niezmien-
nikow tak rozszerzonej grupy. W jaki sposéb mozna ze stanowiska rzutowego
rozumie¢ wlasnosci metryczne (a wiec wlasnodci figur zachowywane przez
grupe gléwna, gdy mamy ustalong strukture metryczna przestrzeni)?

24Tamze, 32.
25Tamze, 32.
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Jedli przeksztalcamy figury geometryczne przy pomocy grupy gléownej,
to mimo, ze wielkodci figur moga ulec zmianie, to jednak zachowuje sie
co$, co pozwala zachowywaé ich wielkosci — tym czyms$ jest struktura me-
tryczna (odcinek pozostanie odcinkiem, elipsa elipsa itp.). Natomiast przy
przeksztalceniach rzutowych nie zachowuja si¢ wlasno$ci metryczne (np. od-
cinek moze przej$¢ na punkt i nie ma sposobu poréwnania ich wielkosci).
Mozemy jednak rozszerzy¢é wyjsciowa przestrzen X o dodatkowy element:
urojone kolo w nieskonczonosci, jesli przestrzen X jest ptaszczyzna. To koto
samo w sobie sie nie zmienia pod dzialaniem grupy gltéownej. Zaktadamy
wiec, ze wlasnosci metryczne tego kola (tzn. wlasnosei, ktére nie zmieniaja
sie pod dzialaniem grupy gléwnej) sa wlasnosciami rzutowymi tzn. takimi,
ktoére nie zmieniaja sie pod wplywem przeksztalcen rzutowych. Méwiac ina-
czej, urojone koto w nieskonczonosci uznajemy za punkt staly wszelkich
przeksztalcen rzutowych. Tym samym, to rozszerzenie przestrzeni X o do-
datkowy element pozwala nam badaé¢ wlasnoéci metryczne przy pomocy
przeksztalcen rzutowych.

Powyzsze rozwazania prowadza jednak do znacznie powazniejszych kon-
sekwencji. Chodzi o to, ze geometria zostaje sprowadzona do teorii nie-
zmiennikéw danej grupy przeksztalcen. ,Jak dtugo podstawa badania geo-
metrycznego jest ta sama grupa przeksztalcen, tres¢ geometrii pozostaje
niezmienna”?%. Oznacza to, ze dana ustalona grupa przeksztalcen jedno-
znacznie ustala dang geometrie, niezaleznie od przestrzeni na ktoérej dziala,
na przyktad niezaleznie od wymiaru przestrzeni; F. Klein podaje jako przy-
ktad rownowaznosé geometrii rzutowej na krzywej stozkowej oraz geometrii
rzutowej na plaszczyznie.

,Przyjmijmy na stozkowej za element pare punktow, zamiast punktu.
Mozna ustanowi¢ odpowiednio$¢ miedzy ogoédltem par punktéw stozkowej
a ogolem prostych plaszczyzny, przyporzadkowujac kazda prosta tej parze
punktéw, w ktorej przecina stozkowa. Przy tym odwzorowaniu, przeksztat-
cenia liniowe odtwarzajace stozkowa przechodza na przeksztatcenia liniowe
plaszczyzny (uwazana za zlozona z prostych), pozostawiajace bez zmian
stozkowa” 7.

Tego typu réwnowaznos¢é mozna ustala¢ miedzy istotnie réznymi prze-
strzeniami.

W programie Kleina, ktérego istote powyzej przedstawitem, w sposéb
bardzo wyrazny uwidacznia sie idea metody, o ktérej wspominalem wcze-

26Tamze, 37.
27Tamze, 37.
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$niej, a ktora wykracza poza nowozytny model naukowosci. W tym ujeciu
istotna staje sie ogélna struktura (np. grupa przeksztalcen), ktéra narzu-
camy na badang przestrzen. Sama mozliwo$¢ narzucenia takiej struktury
determinuje juz wlasnosci takiej przestrzeni. Jesli rozszerzamy dang struk-
ture (np. bierzemy wicksza grupe przeksztalcen), to liczba wlasnosci, ktére
poprzez te strukture sie ujmuje, maleje. Jesli chcemy wiec zachowad ten
wczesniejszy zakres badan poprzez nowa powiekszona strukture, to nalezy
wzbogaci¢ pierwotnie rozwazang przestrzen o nowe elementy (jako przyklad
moze shuzy¢ analiza wlasnosci metrycznych z punktu widzenia rzutowego
lub analiza wlasno$ci izometrycznych z punktu widzenia grupy gléwnej).
Nieistotne staje si¢ wiec to, z czego dana przestrzen si¢ sklada, wazne jest
jedynie to, jaka strukture narzucamy na te przestrzen. Ta narzucona struk-
tura pozwala (i jest wystarczajaca) pozna¢ wlasnosci badanych obiektéw
matematycznych.

Widaé stad, ze w gruncie rzeczy obiektem matematycznym w tym no-
wym ujeciu jest pewna ogélna struktura matematyczna. W przypadku pro-
gramu Kleina ta struktura jest grupa przeksztalcen, a jesli chodzi o teorie
mnogosci Cantora, ta struktura jest zbiér wraz z metoda jego konstrukcji.

W tym nowym ujeciu znalazta pelny wyraz dawna intuicja dotyczaca
tego, ze niemozliwe jest utworzenie prostej z pojedynczych punktéw — nie
ma zadnej metody takiej konstrukeji (fakt ten analizowal juz Arystoteles).
Majac dopiero ogdlna strukture prostej mozemy te strukture badac i miedzy
innymi stwierdzi¢, ze w jej ramach pojawiaja sie obiekty, ktéorym mozemy
przypisaé¢ pojecie punktu.

Wiestaw Wdjcik



