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»Wszystko pod miarg i liczba zostalo
stworzone”

(Ksiega Madrosci Salomona)

|. Wielkoséci mierzalne

1. Rozpatrujac rézne wilasnos$ci, przystugujace obiektom materialnego
$wiata, mozemy te wlasnosci podzieli¢ na oddzielne klasy, zaliczajac do tej
samej klasy wlasnosci odznaczajace sie jakakolwiek wspélna cecha. Wlasno-
$ci zaliczane do tej samej klasy twarza rozmaito$é, ktora moze by¢ takiej lub
innej mocy; méwiac inaczej, w wiekszosci przypadkéw mozna ja postawic
we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci badz ze zbiorem liczb catkowi-
tych, badz ze zbiorem wszystkich liczb, badz tez ze zbiorom par, tréjek, itd.
wszystkich liczb. Kazdej wlasnoéci nalezacej do danej klasy bedzie odpowia-
daé jedna i tylko jedna liczba (lub jedna i tylko jedna para liczb, lub jedna
i tylko jedna tréjka liczb, itd.) zbioru liczbowego, i odwrotnie. Ustanowienie
regul przy pomocy ktérych mozna znajdowal liczbe (lub pare, lub trdjke
liczb) odpowiadajaca danej wlasnosci nalezacej do danej klasy, i odwrotnie
— przy pomocy ktérej mozna znajdowaé wilasnosé odpowiadajaca danej
liczbie (parze, trdjce, itd. liczb), bedziemy skrétowo nazywaé arytmetyzacjg
danej klasy.

Przytoczmy dwa proste przyktady. Ludzie posiadaja wlasnos¢ réznej
plci; wlasnoscei bycia kobieta przypiszmy liczbe 0 (zero); wlasnosci bycia
mezczyzng przypiszmy liczbe 1. Ustanowienie tej reguly daje arytmetyza-
cje pewnej klasy wlasnosci. Wszystkie ciala materialne odznaczaja sie wta-
snoscig posiadania objetosci; wyrazajac objetos¢ w metrach szesciennych,

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.
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znajdujemy regule przyporzadkowania liczb objetosciom danych obiektdw;
moéwiac inaczej otrzymujemy arytmetyzacje klasy objetosci.

2. Arytmetyzacji danej klasy wlasnosci mozna dokonywaé w zasadzie
dowolnie. Niech jednak wtasnosci danej klasy beda tego rodzaju, ze mozna
do nich stosowaé pojecia ,wieksze od” lub ,mniejsze od” (oczywiscie od-
powiednio zdefiniowane); takie wlasnoéci uméwimy sie nazywaé stopniowal-
nymi. Jezeli arytmetyzacja danej klasy zostala wykonana w ten sposéb, ze
wigkszej wlasnosci stopniowalnej odpowiada wicksza liczba, to taka arytme-
tyzacja nazywa sie oszacowaniem. Stopien wiedzy u studentow jest wiasno-
$cig stopniowalng (zakladajac, ze potrafimy okredlié¢ wigkszy lub mniejszy
stopien wiedzy), a pigcio— lub dwunastostopniowy system ocen jest arytme-
tyzacja klasy stopni wiedzy studentdéw; te arytmetyzacje nazywamy wysta-
wianiem not studentom.

Rozumie sie samo przez sie, ze kazda klasa wlasnosci stanie sie klasa
wlasnosci stopniowalnych, z chwila gdy w taki czy inny sposéb okreslimy
pojecie ,wigkszy od” lub ,mniejszy od” w odniesieniu do wlasnosci danej
klasy. Wiekszoéé badanych wlasnosci nalezy bezposrednio do rodziny wta-
snoéci stopniowalnych, poniewaz juz w samym okresleniu danej klasy wta-
snosci miedci sie pojecie wiekszosci lub mniejszosci stosujace sie do wlasnosci
danej klasy. Niekiedy jednak wtasnosci bywaja tak okreslone, ze ich spro-
wadzenie do wlasnoéci stopniowalnych wymaga dodatkowych definicji. Za
przyktad moze stuzyé wlasnosé posiadania barwy przez monochromatyczna
wigzke Swiatta. Na pierwszy rzut oka traktowanie barwy jako wtasnosci stop-
niowalnej wydaje sie pozbawione sensu. Jednakze wprowadzajac dodatkowe
okredlenie, mozemy uwazaé te barwe za ,wiekszg’, ktérej odpowiada wiek-
sza dlugos¢ fali. Z chwila gdy okreslenie to zostaje wprowadzone, barwa
staje sie wlasnoscig stopniowalna i nie trudno juz dokonaé takiej arytmety-
zacji, zeby stala sie ona oszacowaniem. Tak wiec, sprowadzenie danej klasy
wlasnosci do typu wlasnosci stopniowalnych catkowicie zalezy od naszych
okredlen, czyli od naszego wyboru. Nie dotykam tu rzecz jasna, zagadnienia
celowosci uzywania terminu ,stopniowalno$¢” w odniesieniu do tej czy innej
wlasnosci.

3. Wérdd wlasnosci stopniowalnych wyréznia sie szczegdlna klasa, odzna-
czajaca sie charakterystycznymi cechami, ktére dopuszczaja specjalne osza-
cowanie (arytmetyzacje), zwane pomiarem. Niech Ay, As, As, ... beda wla-
snosciami stopniowalnymi nalezacymi do pewnej klasy A. Poniewaz mamy
tu do czynienia z wlasnosciami stopniowalnymi, ma sens stwierdzenie: A;
jest mniejsze od As. Zalézmy, ze dla wlasnosci stopniowalnych nalezacych do
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klasy A, zdefiniowaliSmy pojecie trzech réwnoodlegltych wlasnosci stopnio-
walnych; przy czym przez trzy réwnoodlegte wlasnosci bedziemy rozumieé
takie wlasnosci stopniowalne Aj, Ay, Az, ze Ay jest o tyle mniejsze od As
o ile As jest mniejsze od As. Umowimy sie wlasno$ci stopniowalne, nalezace
do klasy A, dla ktérych zdefiniowaliSmy réwnoodlegtoéé trzech wlasnosci
stopniowalnych, nazywa¢ wlasnosciami mierzalnymi.

Rozumie si¢ samo przez sie, ze przy pomocy odpowiedniej definicji do-
wolna klase wielkosci stopniowalnych mozna zamieni¢ na klase wtasnosci
mierzalnych. Podobnie jak w przypadku przeksztalcenia jakiejs wlasnosci
we wlasno$¢ stopniowalng, i w tym przypadku moga wystapi¢ dwie moz-
liwosci: albo juz w samym okresdleniu danej klasy wielkosci bedzie si¢ mie-
$ci¢ przepis na, rownoodlegltoéé¢ trzech wilasnoéci stopniowalnych — w ta-
kim przypadku od samego poczatku mamy do czynienia z wlasnos$ciami
mierzalnymi; albo w samym okresleniu danej klasy nie miesci sie przepis
réwnolod]legtosci trzech wlasnosci stopniowalnych — wdéwcezas dana klase
wlasnosci stopniowalnych mozemy zamienic¢ na klase wtasnosci mierzalnych
dopiero po dodatkowym wprowadzeniu wyzej wspomnianego przepisu na
réwnoodlegtoéé. Za przykltad wtasnosci stopniowalnych z samego swojego
okreslenia bedacych wlasno$ciami mierzalnymi, moze stuzy¢ objeto$é mate-
rialnego ciata lub dlugo$é odcinka. Istotnie definiujac pojecie objetosci lub
dhugoéci odcinka, on samego poczatku okreslamy, co nalezy rozumie¢ przez
wieksza objetosé lub wickszg dtugosé, jak réwniez, co nalezy rozumieé przez
trzy réwnoodlegte dtugosci trzech odcinkéw. I przeciwnie, wlasnosé stopnia
wiedzy posiadanej przez studenta z definicji nie jest wlasnoScig mierzalng
i dotychczas nie udalo sie znalezé przepisu na réwnoodleglo$é stopnia wiedzy
studentéw.

4. Dokonamy teraz arytmetyzacji (oszacowania) klasy mierzalnych wla-
snosci w taki sposéb, zeby kolejne réznice liczb, odpowiadajace dowolnym
trzem réwnoodleglym wtasnosciom, byty rowne sobie. Méwiac inaczej: jesli
ai1,as,az sa liczbami odpowiadajacymi takim trzem réwnoodlegltym i ko-
lejno coraz wigkszym wlasnosciom Aj, As, As, to as — a1 = az — as.

Podobnego rodzaju oszacowanie klasy mierzalnych wlasnosci bedziemy
nazywaé mierzalnoscia. Widzimy, te arytmetyzacji wlasnoéci danej klasy
mozna dokona¢ w zupelnie dowolny sposéb. W ocenie wlasnosci stopnio-
walnych w danej klasie swoboda jest duzo mniejsza, lecz wszystkie oceny
sa ogromnie wazne. Zobaczmy jaka moze by¢ dopuszczalna swoboda przy
pomiarze mierzalnych wlasnoséci nalezacych do danej klasy. Niech klasa A
takich wlasnosci mierzalnych bedzie mierzona dwoma réznymi sposobami:
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w pierwszym przypadku stopniowanym wilasnosciom A, As, As, ... odpo-
wiadaja liczby aq, a9, as, ..., w drugim — liczby aq, ae, as, . ... Z wlasnosci
arytmetyzacji wynika, ze a = f(a), gdzie f jest jednoznacznie okreslona
funkcja a. Jesli Ay, As, Az sa trzema rownoodleglymi wielko$ciami, to z wla-
snoéci podstawowej wynika a3 —as = as —a; i jednoczesnie a3 —as = as—as.

p as+a < . fr = as +a
W ten sposéb przy as = % zachodzi Téwnosé g, = 31T @1

, lecz jesli

a= f(a), to f(ag) _ f(a3)";f(a1) lub f (CL3 ‘gal) — f(a?))'gf(al) dla

kazdego a1, a3 zamieniajac a; na x, az na y, znajdziemy, ze dla kazdego x i
y bedzie prawdziwe nastegpujace funkcyjne rownanie:

f(x;ry> :f(l‘);f(y) (1)

Mozna wykazaé, ze rozwiazanie funkcyjnego réwnania (1) ma postaé
fla)=pa+h

gdzie p i h sa stalymi liczbami.
Znalezione wyrazenie na f(a) spelnia oczywiscie réwnanie (1)

r+y
2

1 1
+h=g(pe+h+py+h)=gu@+y)+h

W ten sposéb znalezlismy postaé ogélna f(a) pozwalajaca przechodzié
od jednego sposobu mierzenia do drugiego

a=f(a) =pa+h (2)

Ta ogolna formula przejscia od jednego sposobu mierzenia do drugiego
posiada dwie stale. Stata h charakteryzuje dowolnos¢ wartosci poczgtkowey,
moéwigc inaczej, dowolnos¢ wlasnosci stopniowalnej, ktéra odpowiada war-
tosci zerowej mierzacej ja liczby.

Stala p charakteryzuje dowolnos¢ jednostki pomiaru, inaczej moéwiac,
dowolno$¢ dwdch wlasnoéci stopniowalnych dla ktérych réznica liczb okre-
§lajacych je réwna jest 1. Zadajac poczatkowa wartosé i jednostke pomiaru,
jak tatwo zobaczyé mozna w pelni i jednoznacznie okresli¢ obie state y i h
z formuly (2). Inaczej méwiac okreslimy w sposéb jednoznaczny mierzalnosé
wlasnosci stopniowalnych danej klasy. W rzeczy samej, niechaj wlasnoscia
stopniowalng Ay klasy A jest warto$¢ poczatkowa (tzn. przy pomiarze po-
winna odpowiada¢ 0), i niech wlasnosci stopniowalne A; i As okreslaja
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jednostke pomiaru (tzn. niech réznica okreslajacych je liczb jest réwna 1).
Dokonamy w jakis sposéb pomiaru klasy A; zalézmy, ze przy tym pomiarze
wlasnosciom stopniowalnym Ag, A1, A beda odpowiadaé liczby ag, a1, as.
Wtedy szukany pomiar da nam liczbe a zwiazana z ustalonymi w réwnaniu
(2) liczbami a. Pozostaje nam dobraé¢ p i h tak aby dg = 0,d2 — a1 = 1,
inaczej moéwiac tak by spelnione byly rownosci:

uag+h =0, plag—ar)=1,

stad
1
M = h = aO

azfaf a2*a1.

5. Nadzwyczaj czesto w praktyce pomiarowej spotykamy sie z dowolno-
$cig wyboru jednostki pomiarowej, a znacznie rzadziej z dowolnoécia wy-
boru wartosci poczatkowej. Wynika to z praktycznej dogodnosci przyjecia
za wartos$¢ poczatkowa takiej wlasnosci stopniowalnej danej klasy, ktora po-
siada pewne szczegdlne wlasnosci. Tak np. przy pomiarze dlugosci odcinka
za warto$¢ poczatkowa zawsze bierzemy dilugo$é odcinka na prostej mie-
dzy odpowiednimi punktami, podczas gdy za jednostke pomiaru bierzemy
dowolna 7z jednostek dlugosci (arszyny, stopy, metry itp.).

Istnieje jednakze wlasno$¢ stopniowalna, dla ktérej praktyka dopusz-
cza duzg réznorodnosé wartosci poczatkowych — ta wlasnodcia jest tem-
peratura. W rzeczy samej przy pomiarze temperatury w stopniach Celsju-
sza i Réaumura za warto$¢ poczatkowa bierzemy temperature topniejacego
lodu, a przy korzystaniu ze skali Fahrenheita przypisujemy temperaturze
topniejacego lodu liczbe 32, za$ w skali absolutnej liczbe 273. Jasne jest, ze
jednostka pomiaru temperatury jest rézna: dla stopni Celsjusza wiemy, te
réznica miedzy cyfra odpowiadajaca wrzeniu wody i topnieniu lodu wynosi
100, natomiast na skali Réaumura liczba ta réwna jest tylko 80.

6. Zajalem sie tak drobiazgowo zagadnieniem pomiaru z dwéch przy-
czyn. Z jednej strony w przysztoéci nieprzerwanie bedziemy przeciwstawiaé
prosty proces arytmetyzacji procesowi mierzenia, a z drugiej strony w za-
gadnieniu pomiaru, tak prostym w swej istocie zauwaza sie wazne niedomé-
wienie w wielu klasycznych kursach mechaniki i fizyki. Moim zadaniem bylo
rozjasnienie tego problemu i réwnocze$nie pokazanie jak duza jest swoboda

przy ustalaniu wymiaru®.

IPatrz pigkny artykut: Runge, Maass und Messen, Encyclopedie d. Mathemat. Wis-
senschaften, Bd. V.
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Tak wiec, kazda klasa wlasnosci moze by¢ arytmetyzowana; jesli te wia-
snosci staja sie (poprzez okreslenie) wlasnosciami stopniowalnymi, to mo-
zemy nie tylko arytmetyzowaé je, ale i oszacowaé liczbami. W koncu je-
§li wlasnosci stopniowalne danej klasy staje sie (znowu poprzez okreslenie)
wlasnosciami mierzalnymi, to nie tylko mozemy oszacowaé je liczbami lecz
rowniez zmierzy¢. Pomiar dopuszcza znaczna dowolnoéé, ktora znika jezeli
ustalimy jego warto$¢ poczatkows i jednostke.

Il. Arytmetyzacja przestrzeni

1. Przestrzen geometryczna, badz krocej przestrzen, jest caloksztaltem
elementéw zwanych punktami, liniami, powierzchniami, katami, odlegto-
$ciami itp. zwiazanych pomiedzy soba w okreslony sposéb ustalony sys-
temem aksjomatéw i wynikajacych z nich twierdzen?. Przestrzeni geome-
trycznej moze odpowiada¢ materialna przestrzen fizyczna w tym sensie, ze
kazdemu elementowi przestrzeni geometrycznej odpowiada jakis obraz prze-
strzeni fizycznej. Zwiazek przestrzeni fizycznej z przestrzenia geometryczna
moze by¢ realizowany wieloma réznymi i czesto fantastycznymi sposobami.
Wystarczy wspomnieé¢ rozmaitosé interpretacji tzw. nieeuklidesowych geo-
metrii, interpretacji operujacych prostymi obrazami fizycznymi. Zobaczymy
nizej, ze i teoria wzglednosci ma takze wspanialg interpretacje czterowymia-
rowej, geometrycznej przestrzeni, interpretacje operujaca juz nie prostymi,
a bardzo ztozonymi fizycznymi obrazami. Nieodzowne jest tutaj podkresle-
nie, ze przestrzen fizyczna jest przestrzenia materialng. Wszystkie obrazy
przestrzeni geometrycznej maja interpretacje w przestrzeni fizycznej albo
jako materialne obiekty, albo jako materialne oddzialywania miedzy nimi.

Punkty naszej (trojwymiarowej) przestrzeni posiadaja okre$lone poloze-
nie w przestrzeni, inaczej méwiac moga réznié sie jeden od drugiego. Aryt-
metyzujemy te klase wlasnosci przypisujac kazdemu punktowi przestrzeni
okreslong trojke liczb; kazdej trojce liczb bedzie odpowiadaé jeden i tylko je-
den punkt. Taka arytmetyzacje nazwiemy krotko arytmetyzacja przestrzeni.
Proces arytmetyzacji przestrzeni jest catkowicie dowolny; wybér wspomnia-
nych tréjek liczb niczym nie jest z géry ograniczony. Ustalmy w jaki spo-
s6éb mozemy przej$é z jednego wybranego sposobu arytmetyzacji przestrzeni
do jakiegokolwiek innego sposobu arytmetyzacji. Niech w pierwszym przy-
padku punktowi przestrzeni P odpowiada trojka liczb z1, zo, x3; a w drugim
przypadku temu samemu punktéw przestrzeni P bedzie odpowiadaé¢ inna

2Patrz: Hilbert, Grundlagen der Geometrie.
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tréjka liczb 1, T2, 3. Wtedy oczywiscie na podstawie znajomosci pierwszej
tréjki liczb mozna okresli¢ druga tréjke liczb. Dokonujac podobnego przy-
porzadkowania dla wszystkich punktéow P otrzymamy nastepujacy zwiazek:

z1 = fi(x1, 22, x3),
j? - f2(x17x2)x3)7 (3)
T3 = f3(x1,72,23).

Trojki liczb przy pomocy ktérych arytmetyzujemy przestrzen nazywaja
sie wspolrzednymi (uogdélnionymi). Przejécie do jednego sposobu arytmety-
zacji do drugiego nazywa si¢ przeksztalceniem wspolrzednych.

2. Jest bardzo wazne, aby z nalezyta jasnoscia, uswiadomié sobie do-
wolno$¢ arytmetyzacji przestrzeni i nie wiazaé¢ jej ustaleniem okreslonego
uktadu wspélrzednych, np. prostokatnych prostoliniowych, biegunowych lub
og6lnie krzywoliniowych wspolrzednych. W samej rzeczy ustalenie takiego
lub innego ukltadu wspélrzednych wymaga znajomosci wlasno$ci materii
wypelniajacej przestrzen. Np. dla ustalenia prostokatnych prostoliniowych
wspolrzednych potrzeba znajomosci linii prostej. wlasnosci prostopadtosci
i dtugosci oraz dtugosci prostoliniowego odcinka: tak wiec potrzeba catego
szeregu aksjomatow i wynikajacych z nich wlasnosci. A tymczasem aryt-
metyzacja przestrzeni nie potrzebuje szczegdlowej znajomosci jej wlasnosci
i moze by¢ dokonana bez uprzedniego ustalenia charakteru tej przestrzeni.
Na zalaczonych rysunkach (rys. 11 2) przeprowadzona zostala dwoma réz-
nymi sposobami arytmetyzacja przestrzeni (dla prostoty wzieto dwuwymia-
rowg przestrzen), przy czym nad kazdym punktem podano pare cyfr odpo-
wiadajacych pierwszemu i drugiemu sposobowi arytmetyzacji. Nietrudno,
droga badania, ustalié¢, ze przejscie od pierwszej arytmetyzacji (z1,z2) do
drugiej (Z1,Z2) dokonuje sie wedlug nastepujacych formut:

T = ya?+ad,

X1 = T1C0STy;
o e . o
Ty = arccos = arcsin
’ e el
To = T18inTs.

Formuty te reprezentuja przejscie od wspoétrzednych prostokatnych pro-
stoliniowych do wspétrzednych biegunowych na plaszezyznie?.

3Nalezy zaznaczyé, ze wprowadzony przez nas sposéb arytmetyzacji ptaszczyzny spro-
wadzajacy sie do zastosowania wspélrzednych biegunowych, ma w jednym z punktéw
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-20(20 | [-1,0120 | [00]20 | [10[20 | [20]20 |

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
]-2,0 11,0 \ ]-1,0 11,0 \ ]0,0 11,0 \ ]1,0 11,0 \ ]2,0 11,0 \
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
]-2,0 10,0 \ ]-1,0 10,0 \ ]0,0 10,0 \ ]1,0 10,0 \ ]2,0 10,0 \
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
]-2,0|-1,0\ ]-1,0|-1,0\ ]0,0|-1,0 \ ]1,0 |-1,0 \ ]2,0|-1,0 \
[ ] [ ] [ ] [ ] [ )
]-2,0|-2,0\ ]-1,0|-2,0\ ]0,0|-2,0 \ ]1,0 | -2,0 \ ]2,0|-2,0 \
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Rys. 1
]2,8 | 2,4 \ ]2,2 | 2,0 \ ]2,0 | 1,0 \ ]2,2 11,1 \ ]2,8 10,8 \
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
]2,2 | 2,7 \ ]1,4 | 2,4 \ ]0,0 | 1,6 \ ]1,4 10,8 \ ]2,2 10,5 \
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
]2,0|3,1 \ ]1,0|3,1 \ ]0,0| \ ]1,0\0,0 \ ]2,0|0,0 \
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
]2,2|3,6 \ ]1,4|3,9 \ ]1,0|4,7 \ ]1,4\5,5 \ ]2,2|5,8 \
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
]2,8|3,9 \ ]2,2|4,2 \ ]2,o|4,7 \ ]2,2\5,2 \ ]2,8|5,5 \
[ ] [ ] [ ] [ ] [ )
Rys. 2

3. Przestrzen fizyczna odpowiadajaca przestrzeni geometrycznej staje
sie arytmetyzowalna razem z ta ostatnia. Po dokonaniu arytmetyzacji przy
kazdym ,punkcie” fizycznej przestrzeni podaje sie ,tablice” z podanymi na
niej trzema cyframi odpowiadajacymi danemu punktowi. Tak przywyklismy
do arytmetyzacji przestrzeni fizycznej, ze zupelnie nie zastanawiamy sie nad
ta arytmetyzacja i nie zajmujemy sie ani jej stusznoscia, ani jej dowolno-
$cig. Przykladowo, nazwy lub numeracja ulic, domdw, pieter, mieszkan ma

(dokladnie w tzw. poczatku uktadu wspélrzednych) osobliwosé. Rzeczywiscie, w punk-
cie £1 = 0,22 = 0 formuly okreslajace przejscie od x1,z2 do Z1,Z2 nie dajg okreslonej
wartosci dla Zo. Zalozenie, ktére zrobiliSémy na rys. 2, kltadac (aby lepiej okresli¢) dla
wskazanego punktu Z2 = 0, ma bardzo istotne wady zwigzane z pojeciem cigglosci.
Szczegblowe rozwazanie omawianego tutaj problemu nie jest mozliwe.
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wlasnosé arytmetyzacji przestrzeni fizycznej zdumiewajacej swa dowolnoscia
(szczegblnie w miastach powiatowych i Moskwie). Réwniez stupy warstwowe
i graniczne albo punkty triangulacyjne tez sa arytmetyzacja czesci fizycz-
nej przestrzeni naszej Ziemi. Jeszcze petniejszg arytmetyzacje odzwierciedla
uktad siatek kartograficznych.

Trzeba zaznaczy¢, ze arytmetyzacja przestrzeni nie ma niczego wspoél-
nego z mierzeniem, ani nawet z oszacowaniem; podobnie jak nie okre$lamy
co oznacza pojecie wigksze lub mniejsze w zastosowaniu do okreslania po-
lozenia punktow w przestrzeni.

4. Ustalajac przedmioty tworzace przestrzen i wyjasniajac ich wzajemne
zwiazki mozemy rozdzieli¢ wlasnoéci tych przedmiotéw przestrzeni na dwie
kategorie. Jedna bedzie catkowicie zaleze¢ od wyboru arytmetyzacji prze-
strzeni (zawsze dowolnego), druga zostaje niezmienna jakkolwiek by$my nie
arytmetyzowali tej przestrzeni. Pierwsze przedmioty i wlasnoéci uméwimy
sie nazywaé niewlasciwymi, a drugie wlasciwymi. Badajac niewladciwe wia-
snoéci geometrycznej badz fizycznej przestrzeni, bedziemy ustalaé¢ dany spo-
séb arytmetyzacji przestrzeni. Dopiero kiedy przejdziemy do wlasnosci wta-
$ciwych, bedziemy studiowaé przestrzen jako niezalezna od dowolnie usta-
lonej przez nas arytmetyzacji. Z powyzszego wynika jak wazne jest dla nas
ustalenie wlasciwych przedmiotéw i ich wlasnoéci w przestrzeni. Nie mozna
jednak mysleé¢, ze badanie niewtaéciwych przedmiotéw i ich wlasnoéci jest
niepotrzebnym obciazeniem i btedem. Bez znajomo$ci astronomii sferyczne;j
niemozliwe byloby ustalenie prawa ruchu cial niebieskich — ale réwniez,
miedzy innymi, astronomia sferyczna zajmuje si¢ wlasnosciami niewtasci-
wymi, okreslonymi obrazem arytmetyzowanej, fizycznej przestrzeni gwiezd-
nej.

Wilasnosci wladciwe przestrzeni moga by¢ wyrazone okreéleniami, kto-
rych forma nie zmienia si¢ przy przejsciu od jednej arytmetyzacji przestrzeni
do drugiej wg formul (3). Tego rodzaju warunek moéwi, ze wlasnosci wla-
$ciwe przestrzeni sg niezmiennicze wzgledem przeksztatcen wspolrzednych
wg formutl (3). W dalszym ciagu zobaczymy jak w naszych formulach i roz-
wazaniach odzwierciedla sie pokazana inwariantno$é¢ wlasnosci wtasciwych
przestrzeni.

5. Po zarytmetyzowaniu przestrzeni w ten czy inny sposob, nietrudno jest
okredli¢ analitycznie krzywa i powierzchnie w przestrzeni. Krzywg bedziemy
nazywaé ogdt punktow, ktorych wspotrzedne okreslone sa réwnosciami

vy = ¢1(u), x2=¢2(u), x3=¢3(u). (4)
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Natomiast powierzchnig bedziemy nazywaé¢ ogdt punktéw, ktoérych wspdl-
rzedne okreslone sa przez réwnania

zo = Y1(u,v), x2=12(u,v), x3=13(u,v), (5)

przy czym u, v sa dowolnymi zmiennymi. Eliminujac z réwnosci (4) parametr
u, otrzymujemy réwnanie krzywej w postaci uktadu

o1(x1,x2,23) =0,  pa(z1,22,23) =0.

Eliminujac z réwnosci (5) parametry u,v otrzymamy réwnanie po-
wierzchni w postaci: (21,22, x3) = 0. Z tego co wezesniej powiedziano wy-
nika, ze dwie powierzchnie przecinaja si¢ wzdluz krzywej i ze kazda krzywa
powstaje na przecieciu dwoch powierzchni.

W ten sposéb do zdefiniowania pojecia krzywej i powierzchni potrzeba
tylko arytmetyzacji przestrzeni, natomiast nie jest potrzebna znajomosé
zadnych wlasnosci tej przestrzeni. Jest rowniez oczywiste, ze postaé réw-
nan (4) i (5) w istotny sposob zalezy od rodzaju arytmetyzacji przestrzeni.
Wracajac do arytmetyzacji pokazanej na rysunkach 11 2 widzimy, ze krzywa

i krzywa
T = ]., T2 = U

okazuja sie catkowicie rézne jedna od drugiej. Pierwsza w zwyklej geometrii
to prosta, druga — okrag. Nietrudno zauwazy¢, ze wlasnoscia krzywej jest
posiadanie punktu przestrzeni (przechodzi przez punkt) — jest to wlasnosé
wlasciwa. Dokladnie tak samo wlasnoscia powierzchni jest posiadanie pew-
nej krzywej (przechodzi przez krzywa) — jest to réwniez wlasno$é wlasciwa,
inwariantna ze wzgledu na przeksztalcenie wspéirzednych.

I1l. Metryka przestrzeni

1. Dwém dowolnym punktom przestrzeni P i P’ przyporzadkujmy spe-
cjalng liczbe zwana odleglosciqg tych punktéow. Liczba ta zostanie caltkowicie
okreslona jesli dane jest polozenie punktéw P i P’, tj. ich wspélrzedne:

(z1,20,3) 1 (a7, 2h,23),

wowcezas odleglo$é dwoch punktéw P i P’ bedzie funkcjg podanych szedciu
liczb (dwéch trojek liczb). Oznaczajac liczbe wyrazajaca odleglosé dwoch
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punktéw P i P’ symbolem (P, P’), mamy
(P, P') = D(x1, %2, x3; T}, Th, T4). (6)

Przy tym bedziemy uwazaé¢ odleglo$é za wlasnosé inwariantng dwéch
punktow. Funkcja D bedzie oczywiscie zaleze¢ od wyboru wspélrzednych,
tj. od sposobu arytmetyzacji przestrzeni. Jedli przy wybranej arytmetyzacji
przestrzeni ustalimy funkcje D, to mowimy, ze jest okreslona metryka prze-
strzeni. Jasne jest, ze po okresleniu metryki dla danego ukladu wspétrzed-
nych nietrudno, przy pomocy formut (3), okresli¢ metryke dla dowolnego
innego sposobu arytmetyzacji przestrzeni.

Wracajac do rys. 11 2, okreslimy dla pierwszego sposobu arytmetyzacji
dwuwymiarowe] przestrzeni odlegtos¢ punktdw

P(xy,29) 1 P'(x},7))

w nastepujacy sposob:

(P, P') = \J(ah —20)? + (a — 22)2

Wtedy dla drugiego sposobu arytmetyzacji dwuwymiarowej przestrzeni be-
dziemy miec:

(]D7 P/) = \/ilef —+ i’% — 2{5/151 COS(CE’Q — iz).

Obie formuly daja nam zwykla (euklidesowa) odleglto$é dwoch punktéw w
prostokatnych prostoliniowych i biegunowych wspoétrzednych.

2. Trudno$¢ badania odleglosci dwéch punktéw zalezy przede wszyst-
kim od duzej liczby zmiennych wchodzacych w funkcje D. Aby uproscié
badanie odleglosci, rozpatrzmy odleglto$é punktéw P’ bliskich punktowi P
i zobaczymy jak w tym wypadku wyraza si¢ funkcja D. Dostrzezmy, ze
w rozwazanym wypadku, gdy P’ jest blisko P, wyrazenie na odlegto$é tych
punktéw zalezy od wspoétrzednych punktu P i w prosty* sposéb zalezy od
bardzo malych (nieskoniczenie malych) réznic wspélrzednych punktéw P’ i
P. Najpierw jednak rozwazmy nie odlegto$é punktéw P’ i P, kwadrat tej
odlegloéci, i ograniczmy sie nie do trzech, a do dwéch wspétrzednych?

40czywiscie w pierwszym przyblizeniu.
5W celu uproszczenia wyjatkowo stosujemy przejécie do dwuwymiarowej przestrzeni.
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(Pv P/)2 = D2 = A(xlax%x,lvxé)'

Aby okredli¢ funkcje D badz A, nalezy wprowadzi¢ pewne ograniczenia,
ktoére natozymy na pojecie odleglosci. Ograniczenia te, oczywiscie beda grac
role aksjomatéw w tym systemie geometrii ktory rozwijamy. Zatézmy, ze
odlegto$é punktéw (P, P’) bedzie posiadaé nastepujace wlasnosci:

1. Odlegtos¢ nie zalezy od kolejnosci wystepowania punktéw:
(P,P)y= (P, P), Axy,xo;ax),xh)=A(x),xh;x1,xa).

2. Odleglo$¢ dwdch pokrywajacych sie punktéw (punktéw z jednako-
wymi wspélrzednymi) réwna jest 0:
(P,P)=0, Alzy,22;21,22) =0.

3. Kwadrat odlegloéci dwoch dostatecznie bliskich punktéow rozwijamy
w szereg Taylora réznic wspolrzednych punktéw

(@1, xo; 2, 2h) = go + g1(z) — x1) + go(xh — x2)+
g1 (@) — 21)* + gra(ah — m1)(2h — x2)+ (7)
g21(2h — x2)(x) — 1) + goo(ah — £C2)2 +...,

gdzie
90,91, --,911,9125 - - -

zaleza naturalnie od x1,xs (jak w szeregu Taylora).

Poniewaz
A(zy, 22,71, 22) = go
wg formuly (7), tona podstawie wlasnosci (2) gg réwna sie 0.
7 drugiej strony, przy bardzo malych réznicach:

/ /
xl_x:[, .1‘2—332

czlony pierwszego rzedu tych wielkosci w formule (7) beda graé¢ gléwna role,
o ile g1, g2 nie beda jednoczesnie réwne zeru. Natomiast czlony pierwszego
rzedu zmieniaja swoj znak, kiedy zamieniamy miejscami wspotrzedne. W ten
sposéb (P, P') i (P’, P) dla dostatecznie bliskich miedzy soba punktéw beda
réznych znakéw, co bedzie niezgodne z wlasnoscia (1) odlegloéci. Oznacza
to, koniecznosé nastepujacego zalozenia

g1 =92 =0.
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Przyjmujemy, ze
Ty =21+ Axq,xh = 19 + Ao

i zakladamy, ze
Al‘l, AZCQ

sa dostatecznie mate. Mamy wtedy:
A= gnAa:% + g12Ax1Axg + go1 + Az Axy + gggAJZ% +...

Otrzymana formula dla kwadratu odlegtosci posiada 4 czlony, z ktoérych
dwa sa podobne; sumujemy je i zamieniamy Azq, Az na dz, dze (wielkosci
nieskoniczenie male). Ostatecznie otrzymamy

A = d52 = glldI% =+ Zglngldl'Q =+ gggd?ﬂ%, (8)

gdzie 2g12 zastepuje wyrazenie g1+ go1. Tak wiec g;1 sa symetryczne wzgle-
dem swoich wskaZnikow. tj. g;x = gi;- Oczywiscie g; zalezy od x1, x2. Wiel-
koéé A oznaczamy przez ds?. Wiec ds bedzie odlegtoécia (w pierwszym
przyblizeniu) dwo6ch nieskonczenie bliskich punktéw.

Zatem kwadrat odlegtos$ci dwéch nieskoniczenie bliski punktéw jest kwa-
dratowa funkcja nieskonczenie maltych réznic wspélrzednych tych punktow,
ze wspolczynnikami zalezacymi od wspdlrzednych podstawowego punktu.
Znaczenie tych trzech wspélczynnikéw dla dowolnego punktu dwuwymiaro-
wej powierzchni w pelni okresla metryke odlegtosci przestrzeni w bezposred-
niej bliskosci danego punktu. Mozna pokazaé®, ze wartosci tych wspétczyn-
nikéw umozliwiag okreslenie kwadratu odlegtosci dwoéch dowolnych punktow
tak aby otrzymaé odleglos¢ dwoch nieskonczenie bliskich punktow jak w wy-
razeniu (8). Zauwazmy, ze badanie odleglosci w fizycznej przestrzeni bedzie
opiera¢ sie na odlegtosciach bardzo bliskich sobie punktéow. Uméwmy sie
nazywal metryke przestrzeni okreslong z chwilg arytmetyzacji przestrzens
poprzez zadanie g; jako funkcji wspotrzednych punktow przestrzeni.

Ogél gk, jako funkcji wspélrzednych punktu P, nazywa sie fundamen-
talnym tensorem metrycznym.

Dla trojwymiarowej przestrzeni bedziemy mie¢ nie trzy, a szeS¢ wspot-
czynnikéw g; 1 formule (8) analogicznie przepiszemy

ds? = glldl‘% =+ gggdl‘% + g33d$§ (9)
+2923d2132d$3 + 2ggldl‘3dl‘1 + 2g12dI1dCC2.

6Nie mozemy zatrzymaé si¢ nad dowodem tego twierdzenia.



14 A. A. FRIEDMAN

W ten sposéb, dla tréjwymiarowej przestrzeni fundamentalny tensor me-
tryczny bedzie skladatl sie z szesciu funkcji wspoétrzednych punktu.

3. Wobec nadzwyczajnej waznoéci pojecia fundamentalnego tensora me-
trycznego rozpatrzmy go dla wyzej okreslonej odleglosci w dwoch pokaza-
nych wczesniej sposobach arytmetyzacji dwuwymiarowe]j przestrzeni.

Dla pierwszego sposobu mamy

A= (2] —1)® + (25 — 22)?,
inaczej méwiac:
90="0,91 =0,92 =0,911 = 1,912 = 0,921 =0,

go2 = 1,ds* = da? + da2.

Otrzymujemy zwykle formuly geometrii analitycznej dla kwadratu odlegto-
$ci i dla kwadratu elementu tuku.

Nieco bardziej ztozone sa rachunki dla arytmetyzacji drugim sposobem.
Nie przytaczajac tych rachunkéw zauwazmy, ze dla drugiego sposobu aryt-
metyzacji

Go=0,51=0,g2 = 0,511 = 1,G12 = Go1 = 0, Goo = 77,
ds* = dz? + x2dz2,

w ktérej to formule rozpoznajemy element dlugosci we wspélrzednych bie-
gunowych.

4. Zupelnie jasne jest, ze znajac A lub ds dla dowolnych punktéw nie-
skonczenie malo rézniacych sie od punktu P, bedziemy zna¢ fundamentalny
tensor metryczny w punkcie P. Wéwczas mozemy za pomocg fundamental-
nego tensora metrycznego, okresli¢ dlugosé tuku zadanego krzywa miedzy
dwoma punktami P; i P». Umiesémy miedzy P, i P» na krzywej nieskon-
czenie wiele punktéw i zsumujmy wzajemne ich odlegtosci. W rezultacie
otrzymamy liczbe, ktérag nazwiemy dlugoscia tuku krzywej miedzy punk-
tami P; i Py. Postlugujac sie zwyklymi formulami rachunku catkowego, be-
dziemy mie¢ dla dlugodci tuku krzywej miedzy punktami P; i P»: Sp, p,
nastepujace wyrazenie

U dl‘l 2 d$2 2
Sp,.p, = gi1 Tu + g22 n +...du, (10)
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gdzie uq, uy — wartodci parametru u dla punktow P; i Ps.

5. Popatrzmy w jaki spos6b badanie fizycznej przestrzeni moze nam
wskazaé (przynajmniej w zasadzie) jaka jest zaleznos$é fundamentalnego ten-
sora metrycznego od wspolrzednych punktéw oraz jaka jest metryka odlegto-
$ci geometrycznej przestrzeni odpowiadajacej naszej fizycznej przestrzeni,
dla ktérej zatem nasza przestrzen fizyczna jest jej interpretacja. Zatézmy,
ze wprowadzamy dla naszych fizycznych ,punktéw” lezacych na fizycznej
krzywej, odrebna wlasnos¢ posiadania przez nie fizycznej odlegtosci wzdtuz
krzywej. Przyjmijmy, ze za pomoca okre$lonych, fizycznych procedur po-
czatkowo przenosimy te wlasnosé w kategorie wlasnosci stopniowalnych,
a wiec i mierzalnych wlasnosci stopniowalnych. Przypomnijmy, ze nalezy
ustali¢ pojecie wieksze albo mniejsze oraz rownoodleglych wlasnosci stop-
niowalnych w odniesieniu do fizycznej odlegtoéci wzdtuz krzywej. Zatézmy
dalej, ze w drodze wyboru okreslonej wartosci poczatkowej i jednostki po-
miaru, mierzymy wprowadzong przez nas wlasno$¢ stopniowalna. Rezulta-
tem pomiaru bedzie pewna liczba, ktéra nazwiemy diugoscig fizyczng tuku
wzdluz danej krzywej miedzy punktami Py i Py. Jesli fizyczna dlugosé tuku
jest interpretacja okreslonej wyzej w punkcie 4 geometrycznej dtugosci tuku
(albo prosciej dtugosci tuku) to oczywiscie obie liczby dajace geometryczna
i fizyczng dlugosé tukéw, powinny (przynajmniej przy pewnym wyborze
wartosci poczatkowej i jednostki pomiaru) pokrywaé sie ze soba. Jesli geo-
metryczna dlugo$é tuku miedzy dwoma pokrywajacymi sie punktami jest
réwna zeru (wg wlasnosci catki (10)), to oczywiscie za wartosé poczatkowa
powinna by¢ wybrana fizyczna dtugo$¢ tuku miedzy dwoma pokrywajacymi
sie punktami. Wybér jednostki pomiaru nie moze by¢ niczym ograniczony” .

"Dowolnoéé wyboru jednostki pomiaru jest nadzwyczaj charakterystyczna. Weyl ko-
rzysta z niej dla wprowadzenia osobnego pojecia dowolnosci skali. Mierzac fizyczna diu-
go$¢ mozemy postugiwac sie dowolna i przy tym zmieniajaca sie¢ od punktu do punktu
jednostka pomiaru.

Nasuwa si¢ pytanie przy jakiej jednostce pomiaru dlugosé fizyczna bedzie identyczna
z dlugodcia geometryczna? Jesli to pytanie pozostanie bez odpowiedzi (w gruncie rzeczy
czesto tak dzieje sie, poniewaz jednostka pomiaru zalezy od naszego wyboru) to dlugosé
fizyczna okresla nie ds, dla p(z1,z2,z3)ds, gdzie p jest nieokreslong funkcja wspoirzed-
nych. Istnieja wlasnosci przestrzeni, na ktére dowolnos¢ p nie ma wpltywu. Méwimy, ze
wlasnosci te sa niezmiennicze wzgledem zmiany skali (inwariantnosé skalowania). Graja
one powazng role w teorii Weyla. Jednak nie bedziemy zatrzymywac si¢ na pytaniu o in-
wariantnos¢ skalowania poniewaz przeladowaloby to nasz artykut nowymi pojeciami i ter-
minami, ktére beda pozbawione okreslonej tresci, jesli nie zostana poparte odpowiednim
aparatem matematycznym badz przykladami.
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Zalézmy teraz, ze przez dany fizyczny punkt P przeprowadzimy szereg
krzywych i na kazdej z nich obierzemy punkt P’ bliski punktowi P. Mie-
rzac fizyczng dhugoéé tuku na kazdej z tych krzywych miedzy punktem P,
a punktem nieskonczenie mu bliskim, otrzymamy szereg liczb Asq, Ass, ...,
ktére bedzie mozna utozsami¢ z odpowiadajacymi im geometrycznymi diu-
gosciami tukéw. Gdy tuki sa bardzo mate, to ich dlugoSci mozna utozsa-
miaé z odlegtoéciami bardzo bliskich punktéw i odlegtoéci te mozna wyli-
czy¢ z formuly (9) zamieniajac w niej dz, dzo, drs na bardzo mate wielko-
$ci Axg, Ao, Axz przedstawiajace réznice wspolrzednych punktéw P’ i P.
W formule (9) nie bedziemy znaé wielkoSci g;i, ale za to znamy Azs,...,
a takze lewe strony otrzymanych réwnan. Po wykonaniu dostatecznie du-
zej liczby pomiaréw bedziemy w stanie ustali¢ dostateczng liczbe réownan,
z ktérych wyznaczymy g¢;r. Dla przestrzeni tréjwymiarowej potrzebujemy
oczywiscie nie mniej niz sze$¢ pomiardéw, a dla przestrzeni dwuwymiarowej
nie mniej niz trzy pomiary.

6. Aby proces fizycznego badania metryki stal sie jasniejszy rozpa-
trzmy go szczegdlowo dla przypadku dwuwymiarowej przestrzeni. Dopiero
co widzielidmy, ze potrzebne sa trzy pomiary. W ten sposéb wybierzemy
précz punktu P, jeszcze trzy punkty Pi, P», P3 bardzo mu bliskie. Doko-
nawszy pomiaréw okreslimy trzy odleglodci (bardzo male dlugosci tukéw
krzywych) s1, s2, s3 punktu P od punktéw Py, Ps, Ps. Dla wyznaczenia me-
tryki przestrzeni bedziemy potrzebowaé przestrzeni zarytmetyzowanej —
wybierzmy wiec jaki$ dowolny sposéb arytmetyzacji. Niech przy tym sposo-
bie punkt P ma wspolrzedne (z1,x2), a punkty P;, Ps, P; maja wspolrzedne
(1 4+ h1, 22 + k1), (21 + ho, 2 + k2), (x1 + hs, 22 + k3). Wtedy formula (8)

da nam trzy rownosci

s1 = gi1h3 + 2g12hi ki + gaok?,
s2 = g11h3 + 2g12hoks + gaok3,
s3 = g11h3 + 2g12hsks + gook3.

Rozwiazujac ten uklad réwnan wzgledem g11,g12,go2 okreslimy metryke
przestrzeni. Mozna go rozwiaza¢ gdy punkty nie pokrywaja sie jeden z dru-
gim; na tym detalu niestety nie moge sie dtuzej zatrzymacé. Dopiero co opi-
sane zagadnienie, znano juz w Egipcie kiedy zycie codzienne i potrzeby reli-
gijne wyznaczaly podstawy naszej euklidesowej metryki. Wyobrazmy sobie
przez chwile, ze nienaturalnie sptaszczyliSmy sie i podobni do powierzchnio-
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wych cieni zyjemy na wielkiej kuli®. Przyjmijmy, ze przechodzac w dwuwy-
miarowa egzystencje cieni umiemy mierzy¢ wszystkie fizyczne diugosci tu-
kéw. Zatézmy tez, ze dla arytmetyzacji naszej dwuwymiarowej przestrzeni
(powierzchni kuli) przyjmujemy nastepujacy sposéb liczenia: wprowadzamy
znanym sposobem dopelnienie do 90° szeroko$¢ ¢ i dtugosé A na naszej kuli
o promieniu R. Wigc dla dowolnego punktu P wybieramy dwie liczby z; i
2o wg formuly 1 = R,z2 = R(sin ¢g)\, gdzie ¢g jest dopelnieniem do 90°
szerokosci pewnego punktu Py(z19 — R¢p), w otoczeniu ktérego przepro-
wadzamy obserwacje. Zalézmy, ze caly szereg przeprowadzonych doktadnie
pomiaréw dal nam nastepujace wyrazenie

2T
sin® =
2 _ .2 R 2
ds” = dry + — 571G dzs
sin” =

Formuta ta jak latwo zauwazy¢ okazuje si¢ zwykla formula wyrazajaca diu-
go$¢ nieskoficzenie malego tuku na sferze: ds® = R2d¢? 4+ R?sin® ¢d\>.
Jedli promien sfery jest nieduzy w poréwnaniu z obszarem zamieszkalym
przez cienie, to otrzymana formula przy dostatecznej liczbie pomiaréw, da
wkrétce tamtejszym geometrom mozliwoéé okreslenia R, to jest promienia
sfery w réznych punktach éwiata cieni. W ten sposdb moga cienie zna-
czaco powiekszyé swoja wiedze o dwuwymiarowej przestrzeni, ktora zaj-
muja. Praca naszych cieni znacznie pogarsza sie jesli zajety przez nie cienie
obszar b%dzie bardzo maly w stosunku do promienia R sfery. Wtedy stosu-
ﬁ bedzie bliski 1, albowiem x; dazy do x1g, to jest 1 —xz19 bedzie
bardzo male w poréwnaniu z R (wszystko dziaé¢ sie bedzie tak, jak gdyby
R = oo i sfera przechodzi w plaszczyzne). Nasze sferyczne cienie sklonne
beda poddawaé nagonce wolnomysélicieli, ktérzy kwestionuja to, ze ich prze-
strzen nie jest plaszczyzna, a okazuje sie sfera, tylko sfera o duzym promie-
niu. Potrzeba wielu sferycznych wiekéw, zeby tlum cieni pojal sferycznoscé
swojego $wiata. My — istoty tréjwymiarowe znajdujemy sie w analogicz-
nym polozeniu jak dwuwymiarowe cienie zyjace na sferze o bardzo duzym
promieniu, poniewaz wszystkie nasze pomiary nieustannie upewniaja nas
o doskonalej zgodzie metryki naszej przestrzeni z metryka euklidesowa. Po-
trzebne byly ogromne astronomiczne odleglosci albo takie idee, ktore wnio-
sta ze soba teoria wzglednosci, abySmy poddali w watpliwo$¢ zagadnienie
metryki naszej przestrzeni.

sin?

nek

8To poréwnanie przedstawil na jednym ze swoich, jak zwykle znakomitych, popular-
nych wykltadéw z zasady wzglednosci prof. O. D. Chwolson.
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7. Okazuje sie, ze badajac naszg fizyczna przestrzen i fizyczna dlugosé
mamy mozliwosé, bez jakiejkolwiek dowolnosci, jednoznacznie ocenia¢ me-
tryke tej geometrycznej przestrzeni, obrazem ktérej (interpretacja) okazuje
sie badana przez nas fizyczna przestrzen, Nie mozna nie dostrzegaé calego
szeregu zaleznosci wprowadzonych przez nas kiedy z jednej strony inter-
pretujemy przestrzen geometryczna i jej obrazy przy pomocy obrazéw prze-
strzeni fizycznej, a z drugiej strony gdy utozsamiamy dlugosé fizyczna z dtu-
goscig geometrycznag.

W fizycznej, materialnej przestrzeni interpretujemy punkty geome-
tryczne za pomocg takich lub innych obiektéw materialnych. Zadowala-
jac sie gruba interpretacja ,wyobrazamy sobie” punkty za pomoca malych
materialnych cial rozlozonych w naszej fizycznej przestrzeni (poréwnajmy
punkty na papierze, znaki geodezyjne na powierzchni Ziemi i w koncu dla
duzych obszaréw przestrzeni — ciala niebieskie). Interpretujac je bardzo
precyzyjnie, okreslamy je jako miejsca przeciecia dwoch dostatecznie wa-
skich wiazek swietlnych, tzn. przy pomocy bardzo cienkich ale materialnych
obiektéw. Mozemy jednak interpretowaé geometryczne punkty caltkiem in-
nymi obrazami materialnego Swiata i przy takiej interpretacji otrzymac na-
wet w waskich, dostepnych nam obszarach fizycznej przestrzeni zupelnie
inne wyobrazenia o jej geometrycznych wlasnosciach, poprawniej o wla-
snosciach geometrycznej przestrzeni, ktéra interpretuje sie jako przestrzen
fizyczna.

Jeszcze wieksza dowolnosé jest w zdefiniowaniu fizycznej dtugoéci. Bio-
rac celowo pod uwage rézne punkty widzenia zauwazamy, ze mozliwe sg r6z-
norodne metody zdefiniowania fizycznej dtugosci. Tym samym mozliwe sg
roznorodne metody okreslenia metryki tej przestrzeni, interpretacja ktérej
jest nasza przestrzen fizyczna. Interpretujac punkt geometryczny w nietra-
dycyjny sposéb w naszej przestrzeni fizycznej, przyjmujac szczegdlne pojecie
fizycznej dtugosci, eksperymentalnie ustalimy bez zadnego klopotu, ze me-
tryka naszej przestrzeni to nie metryka Euklidesa, lecz FL.obaczewskiego badz
jaka$ inna.

W ten sposéb trzeba wreszcie odrzuci¢ mozliwosé jednoznacznej i nie-
zaleznej od dowolnos$ci naszego wyboru, odpowiedzi na pytanie o metryke
(a réwnoczednie i inne wlasnosci) geometrycznej przestrzeni odpowiadaja-
cej naszej fizycznej przestrzeni, to pytanie na ogoél staje sie zrozumiale po
ustaleniu interpretacji przedmiotéw geometrycznej przestrzeni za pomoca
fizycznych, materialnych obrazow, a rownoczesnie gdy okreslono dtugosé fi-
zyczng i zalozono identycznos$é dtugosci fizycznej z geometryczna. Raz to
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juz zostalo ustalone, teraz tylko powstaje pytanie o okreslenie metryki prze-
strzeni. Zadanie geometry — przyrodnika zamyka sie w ustaleniu bardzo
doktadnych metod badania metryki przestrzeni, pozwalajacych mniej do-
ktadnymi metodami niz opisane w poprzednich punktach ustali¢ t¢ metryke.
Zwréémy uwage, ze uwzglednienie zasady wzglednosci i powszechnego cig-
zenia pozwolitlo w tak wtedy trudnych do objaénienia i szczegbétowych zjawi-
skach jak ruch peryhelium Merkurego lub odchylenie promienia $wietlnego
przechodzacego w poblizu powierzchni Stonca, dojs¢ do szeregu wnioskéw
dotyczacych metryki naszej przestrzeni.

Naturalnie powstaje pytanie czym jest uwarunkowana ta czy inna fi-
zyczna interpretacja geometrycznej przestrzeni i przedmiotéw w niej znaj-
dujacych sie? Tu prawdopodobnie niejasne zasady racjonalnosci badz ekono-
mia my$lenia grajg pierwszorzedna role — nie bede prébowal zajmowaé sie
tymi pytaniami, rowniez ze wzgledu na temat nastepnego artykutu. Przyj-
mujemy jako co$§ gotowego te interpretacje geometrii do ktérej przywykli
fizycy®. Zadawszy pytanie o fizyczna przestrzen wydaje mi sie pozytecz-
nym zwrdci¢ uwage na to, ze przestrzen fizyczna jako przestrzen materialna
w samej istocie jest nie do pomyslenia bez materii. Pusta fizyczna przestrzen
jest nonsensowna bo w takiej przestrzeni nie bedzie sobie mozna wyobra-
zi¢, interpretowaé, ani jednego z przedmiotow geometrycznej przestrzeni —
przeciez w fizycznej przestrzeni umdwiliémy sie interpretowaé przedmioty
przestrzeni geometrycznej jako obrazy materialne.

Tlumaczyli: Jadwiga i Zdzistaw Goldowie

9Np. bardzo male cialo materialne jest interpretacja (ze znanym przyblizeniem)
punktu geometrycznej przestrzeni. (Promien $wietlny interpretujemy jako prosta itp.).



